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Authors shortly describe the problem state about studying of discontinuous vibroimpact 
systems dynamical behaviour. Recently the investigations of such systems are developed rapidly. 
There is survey of world scientific literature about this problem. Information and description of an 
International Conference on Nonlinear Dynamics Complexity is given. Authors show owns the 
most spectacular results demonstrating the phenomena unique for nonsmooth systems describing 
by differential equations with discontinuous right-hand side. These results were obtained by 
numerical parameter continuation method. 

Keywords: vibro-impact system, discontinuous, conference, parametric continuation 
technique, instability, monodromy matrix, multipliers, bifurcation points 

 
1. Introduction 
Vibroimpact machines and equipment are often encountered in many 

engineering practice applications. Therefore their dynamic behavior is studied 
very intensively now. Big attention is paid to investigate stability in systems 
with impacts, periodic motions, bifurcations, singularities at vibroimpact 
dynamics [1-10].  

Vibroimpact system is strongly nonlinear one and is the system with 
discontinuous right-hand side. Many dynamical systems arising in applications 
are non-smooth; examples include the occurrence of impacting motion in 
mechanical systems. Many new phenomena unique to non-smooth systems are 
observed under variation of system parameters. Jumps and switches in a 
system’s state represent the grossest form of nonlinearity [11]. 

Recently the investigations of such systems are developed rapidly. At 2002 
Professor Liene R.I. [12] wrote: “During the last decades many textbooks about 
bifurcation theory for smooth systems appeared and bifurcations of smooth vector 
fields are well understood [13]. However, little is known about bifurcations of 
discontinuous vector fields.” At 2012 Professor Ivanov A.P. [14] already said that 
there were considerable publication numbers about bifurcations in non-smooth 
systems. He referred to survey [15] and monograph [11] by Prof. di Bernardo M.. 
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In general there were the numerical investigations which constructed phase 
portraits for different parameters values.  

Professors Liene [16] and di Bernardo M. [17] divide discontinuous 
dynamical systems into three types according to their degree of discontinuity. 
There are among them Filippov systems and the impacting systems with 
velocity reversals. 

In review [15] three classes of systems are considered, involving either 
state jumps, jumps in the vector field or jumps in some derivative of the vector 
field. In this work there is the explanation of dynamics that may be observed in 
simulations of systems which include friction oscillators, impact oscillators, 
DC-DC converters, and problem in control theory. Authors note that in recent 
years there has been significant progress in identifying, classifying, unfolding 
and applying novel kinds of bifurcations that are unique to nonsmooth systems. 

In [11] authors say that it has become increasingly clear that there are 
distinctive phenomena unique to discontinuous systems, which can be analyzed 
mathematically but fall outside the usual methodology for smooth dynamical 
systems. This book introduces a similar qualitative theory for non-smooth 
systems. Authors propose general techniques for analyzing the bifurcation that 
are unique to non-smooth dynamical systems, so-called discontinuity-induced 
bifurcations (DIBs). Authors give a consistent classification of all known DIBs 
for piecewise-smooth continuous-time dynamical systems (flows), including 
such diverse phenomena as sliding, chattering, grazing and corner collision.    

The paper [17] proposes a strategy for the classification of codimension-
two grazing bifurcations of limit cycles in piecewise-smooth systems of 
ordinary differential equations. 

In [12,16] discontinuous systems of the Fillipov type were studied. Authors 
explain how jumps in the fundamental solution matrix lead to jumps of the 
Floquet multipliers of periodic solutions. A Floquet multiplier of a 
discontinuous system can jump through the unit circle causing a discontinuous 
bifurcation when a parameter of the system is varied. Discontinuous 
bifurcations come into being through jumps of the fundamental solution 
matrix. Discontinuous bifurcation is a novel, nonclassical type of bifurcation. 

In contemporary monograph [5] authors pay big attention to investigation 
of discontinuous dynamical systems which extensively exist in engineering. In 
mechanical engineering there are two common and important contacts in 
dynamical systems, that is, impact and friction. The theory of discontinuous 
dynamical systems is presented as a base from which to study vibro-impact 
dynamics in engineering. In this book, a systematic way is developed through a 
few simple vibro-oscillators in order to understand the physics of vibro-impact 
systems in engineering.  
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In comprehensive works [18,19] dynamics of impacting systems is 
reviewed in depth. These works are devoted to study of rigid multi-boby 
mechanical systems subject to nonsmooth effects, such as impacts, Coulomb 
friction, constraints addition and deletion. 

In [20] author studies the dynamics of piecewise-smooth (PWS) systems. 
Of his particular interest are hybrid PWS. This class of dynamical systems can 
exhibit a rich bifurcation scenario involving the occurrence of both classical 
bifurcations (saddle-node, period-doubling, etc.) and so-called discontinuity-
induced bifurcations (DIBs). DIBs are unique to piece-smooth dynamical 
systems. He writes that in impacting systems the most notable type of DIB is 
the grazing bifurcation of a limit cycle, observed when, under parameter 
variations, a limit cycle becomes tangential to the system discontinuity 
manifold. In [21] have been shown that grazing bifurcations are associated to a 
wide range of dynamical transitions including nonsmooth folds and sudden 
transitions from periodic to chaotic behavior. The study of the system was 
performed by combining experimental, numerical and analytical procedures 
that allowed to unveil the coexistence between a classical period-doubling 
route to chaos and a novel discontinuity-induced bifurcation phenomenon 
generated at interruption of a periodic complete-chattering motion. 

In [14] author considers dynamical systems with discontinuous right-hand 
side. A method of stepwise is proposed allowing the reduction of discontinuous 
bifurcations to a sequence of typical bifurcations: saddle-node, period-doubling 
and Hopf bifurcations.  

At our works we apply the numerical parameter continuation method in 
order to study dynamic behaviour and periodic motions stability for specific 
discontinuous vibroimpact system, to find the bifurcation points. We use 
parametric continuation technique in conjunction with shooting and Newton-
Raphson methods [22].  

We have watched the phenomena unique for nonsmooth discontinuous 
system under considering specific two-body two-degree-of-freedom 
vibroimpact system with discontinuous right-hand side. We have observed 
discontinuous bifurcation points where set-valued Floquet multipliers cross the 
unit circle by jump. At these points monodromy matrix is changed by jump 
too. We also have observed chattering regimes leading to chaos [23,24].  

These results were the contents of our contribution into an International 
Conference on Nonlinear Dynamics Complexity [25]. Below at section 3 we’ll 
show the most spectacular results. 
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2. Information about an International Conference on Nonlinear 
Dynamics Complexity 
In May 2015 during 5 days there was an International Conference on 

Nonlinear Dynamics Complexity in Spain. The Conference was small but very 
interesting. There were 40 reports. Many of them were made at high scientific 
level. The Conference was represented by scientists from many countries: 
Spain, Germany, Egypt, Mexico, Turkey, Poland, China, France, India, Russia, 
Algeria, USA, Romania, Ukraine, UK, Portugal, and Brazil. Ukraine was 
represented by our talk “Bifurcation Points under 2-DOF Vibroimpact System 
Moving. Numerical Analysis by Parameter Continuation Method” by 
V.A.Bazhenov, P.P.Lizunov, O.S.Pogorelova, T.G.Postnikova. (Fig. 1). 
 

 
Fig. 1  

 
There were two well talks from Russia. There were two scientists who had 

lived in USSR before but now they represented other countries (Mexico and 
Turkey). 

The General chair of Organizing Committee was Full Professor of Applied 
Mathematics from Universidal Politecnica de Cartagena Juan Luis Garcia 
Guirao. The Co-Chair of Organizing Committee was Professor of Southern 
Illinois University (USA) Albert C.J. Luo. Note that Professor Albert C.J.Luo 
and Coordinator Professor of ISEP-Institute of Engineering of Porto (Portugal) 
J.A. Tenreiro Machado are Editors of “Journal of Applied Nonlinear 
Dynamics”. We want to note by the way that Professor Albert Luo did not omit 
single report during conference. There is photo of participants near Universidal 
Politecnica de Cartagena (Fig.2). Olga S.Pogorelova, Professor Juan Luis 
Garcia Guirao, Professor James Yorke (USA), and Professor Mahmoud Abdel-
Aty (Egypt) are sitting on the bench. Professor Tenreiro Machado is sitting on 
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the floor. Professor Albert Luo in blue shirt is standing behind Juan L.G. 
Guirao.  

 

 
Fig. 2 

 
At short meeting in Universidal Politecnica de Cartagena President of 

University and Chief of Department of Applied Mathematics have talked the 
short speechs and have welcomed the Conference participants. Both of them 
spoke English freely (Fig 3). The Conference President Juan Luis Garcia 
Guirao is left. 

 

 
Fig. 3 
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Our report was successfully talking by Olga S. Pogorelova (Fig.4). We 
placed an Ukrainian girl at our last poster. Professor James Yorke asked who 
this girl is. 

 

 
Fig.4 

 
There is Certifies about our talk delivering (Fig.5). 

Professor from Egypt 
Mahmoud Abdel-Aty delivered 
the first plenary talk “Multi-
Qubit Dynamics Quantum 
Search Algorithm”. He 
proposed a new physical 
scheme for perfect 
implementation of quantum 
search algorithm in presence of 
the dissipation of qubits. 
Roughly speaking it is an 
algorithm for evaluation of 
scientist quality. Is present 
researcher excellent? He 
introduces some factors (for 
example, h-factor and A-
factor) for evaluation and 
calculates them under 
considering the author’s 
publications alone and with co-
authors, in journals with high 
impact factor or without it and 

 

Fig. 5  
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so on. 
The most participants were mathematicians and their talks about nonlinear 

dynamics and nonlinear differential equations were mathematical.  
Professor Albert Luo and scientists from his school (Professors Yu Guo, 

USA, Xilin Fu, China, Siyuan Xing, USA) investigate periodic motions of the 
discontinuous dynamical systems. They have experimental equipment and may 
to compare analytical and numerical results with experimental ones. At the talk 
“On Bifurcation trees for period-1 motion to chaos in a periodically forced 
quadratic nonlinear oscillator with time delay” by Albert C.J.Luo and Siyuan 
Xing the corresponding stability and bifurcation analysis of periodic motions 
are completed through eigenvalue analysis. From the analytical prediction, 
numerical results of periodic motions in the time-delayed quadratic nonlinear 
systems are illustrated.   

Professor James A.Yorke, USA, is very famous serious scientist. He is very 
picturesque man. He is elderly man of 73 years old with big grey beard. Every 
day including the day of his talking and the day of conference banquet he was 
wearing shorts and red long socks. He overturned his name badge and wrote by 
hand “Jim Yorke”. His talk “Chaos in higher dimensions” was very bright and 
rich. The title of one his poster was “It is the nature of chaotic systems to 
surprise”. He gave very obvious picture of three typical recurrent motions: 
chaotic, quasiperiodic, periodic, such as at 
Fig. 6. 

In general the western scientists like free 
and picturesque style in their oral and written 
speeches. They devote scientific monographs 
to their wives, daughters and mothers. In his 
famous monograph [13] Professor Seydel 
names one section as “The Art and Science of 
Parameter Study”. He writes that “it is not 
always sufficient to rely on numerical methods 
only. To find all the branches good luck is also 
needed.” Now when we investigate the 
periodic motion stability, find bifurcation 
points by numerical parameter continuation 
method we always say that we have found so 
many different branches as good luck allowed 
us. Professor Enrique Ponce, Spain, is serious 
mathematician. At his talking he considered 
the false Fillippov systems, discontinuous 
piece-wise systems. His talk had the title “The 
boundary Focus in Planar Filippov Systems: a 

Periodic 

 

Quasiperiodic 

 

Chaotic 

 
Fig. 6 
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Wolf in Sheep’s Clothing”. He often used the words: hunting, the wolf is 
coming and so on. Even the method of periodic solutions construction for 
nonlinear differential equations is called as shooting method for a long time. 

At once the next day after conference we have received two invitations to 
submit our unpublished papers to American journals.  

3. Examples of the phenomena unique for non-smooth discontinuous 
systems 

Now we’ll show the most spectacular results of our investigation. These 
results obviously show the phenomena unique for non-smooth discontinuous 
systems. Our vibroimpact system is exactly such one. These results were 
represented in our talk at Conference. Here we show our posters. All pictures 
illustrate the discontinuous bifurcation points on frequency-amplitude response 
that is under excitation frequency varying. At Fig.7 we show how two complex 

conjugate Floquet multipliers 1µ  and 2µ  are leaving the unit circle at 

discontinuous bifurcation point B. They are experiencing a discontinuous 
change by jump and accepting big values.  

 

 
Fig. 7. Poster 9 

 
At Fig. 8 one can see the jump of monodromy matrix and Floquet 

multipliers at this point B. 
We have observed several different chattering regimes. Chatter (or rattle) is 

oscillatory regime with large period (nT-periodic regime where T is excitation 
period, n is sufficiently big number) with big impacts quantity per cycle. At 
non-smooth systems chattering regimes often lead to chaos. At Fig. 9 we depict 
the Poincare sections for such regimes under close excitation frequency. 
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Fig. 8. Poster 10 

 

 
Fig. 9. Chattering route to chaos (Poster 13) 

 
At Fig. 10 the point M of frequency-amplitude response is the turning point. 

At this point Floquet multiplier 1µ passes through the unit circle over the +1 

and moves along the positive real axis faraway. Its way under MN unstable 
regime is shown by flat points at Fig.10. Its velocity in motion along the axis is 
increasing and we see its appearance less and less often. The multiplier motion 
along positive real axis is demonstrated by Table at Fig.10. At point N we 
observe phenomenon unique to discontinuous system – discontinuous fold 
bifurcation. The discontinuous fold bifurcation connects a stable branch (solid 

line) to unstable branch (dotted line). Here set-valued Floquet multiplier 1µ is 

returning (or is leaving) the unit circle by jump. 
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Fig. 10. Poster 17 

 
4. Conclusions 
1. The investigations of non-smooth discontinuous systems are very 

contemporary now and recently are developed rapidly. Therefore 
authors’ researches are very actually. 

2. The report told at an International Conference on Nonlinear Dynamics 
Complexity was successful and was taken into account with big interest. 
The participation at Conference allowed establishing the business-like 
and scientific connections. 

3. Numerical results are very spectacular and obviously demonstrate the 
phenomena unique for non-smooth discontinuous system. 
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Баженов В.А., Погорелова О.С., Постнікова Т.Г. 
ДИНАМІЧНА ПОВЕДІНКА НЕЛІНІЙНОЇ НЕГЛАДКОЇ РОЗРИВНОЇ 
ВІБРОУДАРНОЇ СИСТЕМИ 

Автори коротко описують стан проблеми вивчення динамічної поведінки розривних 
віброударних систем. В даний час дослідження таких систем розвиваються дуже швидко. 
Наводиться огляд світової наукової літератури про цю проблему. Міститься також 
інформація та опис Міжнародної Конференції про Нелінійну Динаміку Складних Структур. 
Автори показують власні найбільш ефектні результати, які демонструють явища унікальні 
для негладких систем, що описані диференціальними рівняннями з розривною правою 
частиною. Ці результати були отримані чисельним методом продовження розв‘язку за 
параметром.   

Ключові слова: віброударна система, розривна, конференція, методика продовження за 
параметром, нестійкість, матриця монодромії, мультиплікатори, точки біфуркації 

 
ДИНАМИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ НЕГЛАДКОЙ РАЗРЫВНОЙ 
ВИБРОУДАРНОЙ СИСТЕМЫ 
Баженов В.А., Погорелова О.С., Постникова Т.Г. 

Авторы кратко описывают состояние проблемы изучения динамического поведения 
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Розвинуто загальну теорію змішаних схем метода скінченних елементів для розв’язання 

крайових задач термомеханіки неоднорідних середовищ, зокрема, нелінійних задач, що опи-
сують неізотермічні процеси пружно-пластичного деформування за криволінійними траєк-
торіями малої кривизни. Із застосуванням апарату функціонального аналізу досліджено ко-
ректність змішаних проекційно-сіткових алгоритмів і на цій основі сформульовано умови, 
що забезпечують стійкість та збіжність змішаної апроксимації для напружень, деформацій і 
переміщень. Встановлено, що змішаний метод призводить до більш точних розрахункових 
розподілів напружень і деформацій порівняно із класичним методом переміщень. Побудо-
вано спеціальні скінченні елементи, що забезпечують стійкість та збіжність пропонованих 
змішаних апроксимацій. Отримано систему розв’язувальних рівнянь змішаного методу з 
урахуванням точного задоволення статичним межовим умовам на поверхні тіла, для 
розв’язання яких запропоновано економічні та стійкі кроково-ітераційні обчислювальні ал-
горитми. 

Ключові слова: метод скінченних елементів, неізотермічні процеси пружно-
пластичного деформування, змішана схема метода скінченних елементів. 
 

Загальновідомо, що прикладні задачі термомеханіки неоднорідних се-
редовищ належать до найбільш складних у математичній фізиці, 
розв’язання яких, як правило, досягається за допомогою наближених ме-
тодів розрахунку. У той же час відомі чисельні методи механіки деформі-
вного тіла можуть виявитися недостатньо точними і ефективними для 
розв’язання практичних задач, тому що велика розмірність дискретної за-
дачі, а також раптова змінність фізико-механічних властивостей матеріа-
лу і їх суттєва нелінійність можуть призвести до втрати стійкості або по-
рушення збіжності обчислювальних процесів. Через це виникає необхід-
ність розроблення більш досконалого апарату проведення розрахункових 
досліджень, що містить удосконалені методи та алгоритми розв’язання 
прикладних задач термомеханіки. 

Нині найбільш універсальним методом розв'язання крайових задач 
термомеханіки є метод скінченних елементів (МСЕ). Ефективність МСЕ 
мало залежить від конфігурації тіла, характеру межових умов, закону змі-
нення властивостей середовища і зовнішнього впливу на тіло. Найбільш 
дослідженими і поширеними в даний час є класичні схеми МСЕ у пере-
міщеннях, що відображено у великій кількості публікацій закордонних і 
вітчизняних авторів. 
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Вказуючи на переваги класичного МСЕ, необхідно враховувати також 
його недоліки. До найбільш суттєвих з них належать розривна апрокси-
мація напружень і деформацій, а також більш низький порядок збіжності 
апроксимації для напружень і деформацій порівняно з таким для перемі-
щень. У той же час напруження зазвичай є основними шуканими функці-
ями у задачах механіки деформованого тіла і, відповідно, їх визначають із 
достатньо високим ступенем точності. 

Традиційні підходи щодо підвищення точності шляхом збільшення 
щільності скінченно-елементного розбиття або переходу до більш склад-
них скінченних елементів не завжди ефективні навіть для лінійних задач. 
Для нестаціонарних і нелінійних тривимірних задач термомеханіки вони 
практично не прийнятні, тому що збільшення порядку розв'язуваної сис-
теми нелінійних алгебраїчних рівнянь і велика кількість часових кроків та 
ітерацій призводять до суттєвого зростання обчислювальних витрат. Тому 
перспективним у чисельному аналізі задач механіки деформованого тіла є 
застосування змішаних формулювань МСЕ, в яких напруження і дефор-
мації входять у розв’язувальні рівняння поряд з переміщеннями як рівно-
правні невідомі. Саме такі формулювання МСЕ розглянено у даній робо-
ті. 

У задачах теорії пружності і пластичності основна перевага викорис-
тання змішаних формулювань МСЕ щодо класичного підходу МСЕ у фо-
рмі методу переміщень полягає у зменшенні похибки апроксимації для 
напружень і деформацій, а також можливості побудови розв’язків для на-
пружень з врахуванням точного задоволення статичним межовим умовам 
на частині поверхні тіла. Ще одна важлива перевага полягає в тому, що 
змішані схеми МСЕ дозволяють забезпечити неперервність апроксимації 
не тільки для переміщень, але й для напружень і деформацій, тоді як кла-
сичні схеми МСЕ призводять до розривної апроксимації напружень і де-
формацій. 

Початкові передумови для побудови змішаних формулювань МСЕ 
можуть бути різними. Нині можна виділити три підходи, що мають зага-
льні характерні особливості. Перший ґрунтується на використанні варіа-
ційних принципів механіки, згідно з якими розв’язання крайової задачі 
зводиться до знаходження стаціонарного значення деякого функціоналу 
за відповідними аргументам. Другий підхід базується на подвійно-
основному (змішаному) формулюванні крайової задачі виходячи із прин-
ципу подвійності. Третій підхід ґрунтується на узагальненому формулю-
ванні крайової задачі та результатах теорії, розробленої Ф.Брезі [1]. За та-
кого підходу розглядають змішане формулювання крайової задачі неза-
лежно від того, одержано воно із задачі про сідлову точку або ні. Загальна 
теорія і аналіз змішаних та гібридних методів містяться в [1,2]. Деякі за-
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стосування змішаних формулювань МСЕ до розв’язання задач теорії 
пружності і пластичності та їх реалізація описані в [3-9]. 

Зазначимо, що для дослідження умов існування, єдиності, стійкості і 
збіжності наближених розв’язків, що отримані на основі змішаного мето-
ду, класичні результати аналізу схем МСЕ у переміщеннях непридатні. 
Необхідні і достатні умови стійкості та збіжності змішаних і гібридних 
методів сформульовано в [1,2], проте для багатьох практично важливих 
варіантів змішаних і гібридних схем МСЕ достатні умови не виконують-
ся. У [9] сформульовано менш обмежувальні умови та запропоновано ін-
ший шлях доведення коректності та збіжності наближених розв’язків, що 
одержані на основі змішаного формулювання задач теорії пружності і 
пластичності. 

Отже, незважаючи на те, що змішані формулювання МСЕ виявляють-
ся більш гнучкими і універсальними, а відповідні їм схеми МСЕ мають 
переваги у точності, вони не знайшли на практиці широкого поширення і 
їх застосування для розв'язання прикладних задач термомеханіки досить 
обмежене. Сучасні комерційні програмні комплекси орієнтовано в основ-
ному на класичний варіант МСЕ і не містять у своїх бібліотеках скінчен-
них елементів змішаного типу, за допомогою яких можна одержати від-
чутні переваги у точності і ефективності розв’язання двох- і тривимірних 
задач теорії пружності та пластичності. Це пояснюється труднощами 
практичного конструювання змішаної апроксимації, що задовольняє умо-
вам стійкості та збіжності змішаного методу. До цього часу не існує при-
датної для всіх класів задач механіки єдиної методології побудови най-
кращої змішаної апроксимації для напружень, деформацій і переміщень. 
У кожному конкретному випадку необхідно ретельно обґрунтувати коре-
ктність побудови апроксимувальних функцій та детально аналізувати 
збіжність у разі їх використання. До того ж залишається важлива для 
практики задача фактичного знаходження дискретного розв’язку, що по-
в'язано з розробленням і реалізацією ефективних методів та обчислюва-
льних алгоритмів розв'язання матричних рівнянь змішаного методу. 

Далі представлено основні результати аналізу змішаного проекційно-
сіткового методу в задачах термомеханіки. Запропоновані змішані схеми 
та алгоритми МСЕ дозволили підвищити точність і ефективність 
розв’язання прикладних задач термомеханіки, а також забезпечити отри-
мання стійких і надійних чисельних розв’язків задач зазначеного типу.  

Узагальнене представлення крайової задачі термопластичності. Для 
розрахунку полів напружень, деформацій і переміщень необхідно 
розв’язати крайову задачу, яку представлено системою диференційних 
рівнянь з частковими похідними. Розв’язок зазначеної системи повинен 
задовольняти кінематичним і статичним межовим умовам на поверхні ті-
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ла, а також умовам у початковий момент часу. У разі використання прое-
кційних і сіткових методів розв’язання крайової задачі її необхідно сфор-
мулювати не у формі системи диференційних рівнянь, а в узагальненому 
представленні, тобто у вигляді інтегральних тотожностей. 

Узагальнене представлення крайової задачі дозволяє знизити вимоги 
до гладкості шуканого розв’язку, тому що в інтегральні тотожності вхо-
дять похідні нижчих порядків, ніж в диференційні рівняння. Вказана об-
ставина суттєво розширює клас допустимих функцій у разі побудови уза-
гальненого розв'язку крайової задачі, а також дозволяє використовувати 
наближені методи розрахунку, які особливо вдало поєднують сучасні 
проекційні і сіткові методи, наприклад метод скінченних елементів. 

Вважаємо, що тіло займає область Ω  у двох- або тривимірному евклі-
довому просторі і має регулярну межу S . На частині межі задано пере-
міщення, що унеможливлюють переміщення Ω як жорсткого тіла, а на 
іншій частині – поверхневі навантаження, щільність яких визначають 

компоненти  ( ),S
i tρ x    , де x – координати точки, t  – час. Крім того, тіло 

зазнає впливу нерівномірного температурного поля ( , )T tx    , масових сил 

 ( ),M
i tρ x  і початкових деформацій 

   
ξ ( ),i j tx    . Вектор переміщень у кожній 

точці представлено компонентами ( ),iu tx    , а деформації ε ( ),ij tx    і напру-

ження ( ),ij tσ x     описуються симетричними тензорами другого рангу. 

У разі математичного моделювання неізотермічних процесів пружно-
пластичного деформування у квазістатичному представленні узагальнену 
крайову задачу для фіксованого моменту часу можна подати наступною 
системою рівнянь: 

    

( )( )1ε  ( )δ σ = ( )δσ
2

;ji
ij ij ij

j i

u tu t
t d d

x x
Ω Ω

∂∂
Ω + Ω∂ ∂∫ ∫  

     σ ( ) δε (ε ( ), ξ ( ), ) (ε ( ) ξ ( ))δ ε ;ij ij ijkl ij ij kl kl ijt d d t t t t t d
Ω Ω

Ω − Ω=∫ ∫  

        
δδ1 σ ( ) ( ) ρ ( ) δ  ρ ( ) δ ,

2
j M Si

ij i i i i
j i S

uu
t d t u d t u d S

x x
Ω Ω

∂∂
+ Ω Ω∂ ∂ = +∫ ∫ ∫     (1) 

де δσij , δεij , δ iu  – довільні неперервні функції, які можна інтерпретува-

ти як варіації напружень, деформацій і переміщень; ijkld  – компоненти 

тензора четвертого рангу, що зв'язують компоненти напружень і дефор-
мацій рівнянням стану. 
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Перше рівняння системи (1) відповідає співвідношенням Коші, друге – 
визначає фізичний закон пружно-пластичного середовища, а третє – за-
безпечує виконання умов статичної рівноваги тіла у формі варіаційного 
рівняння Лагранжа. 

Зазначимо, що у другому рівнянні системи (1) рівняння стану матеріа-
лу сформульовано не у приростах, а для повних компонентів напружень і 
деформацій. Для їх отримання необхідно проінтегрувати рівняння плас-
тичного плину Прандля-Рейсса за етап навантажування. Загальну схему 
математичних перетворень для побудови множини двошарових схем ін-
тегрування рівнянь пластичного плину, а також формулювання умов, за 
яких ці рівняння узгоджуються з принципом необоротності роботи на 
приростах пластичних деформацій і постулатом зміцнення Друкера, на-
ведено в [10]. 

Вважаємо, що переміщення є елементами множини U , що складаєть-
ся з вектор-функцій, які інтегруються з квадратом на Ω  разом зі своїми 
першими похідними включно і дорівнюють нулю на частини межі тіла. 
Напруження і деформації будемо розглядати як елементи множини L  те-
нзор-функцій, що інтегруються з квадратом на Ω , з нормою, яка асоційо-
вана зі скалярним добутком 

  

1  ,   

( , )  σ εL
i j n

ij ijd
≤ ≤Ω

Ω= ∑∫σ εσ εσ εσ ε . 

На підставі рівнянь (1) узагальнену крайову задачу можна сформулю-
вати так. 

Знайти трійку  ( ( ), ( ) , ( ))t t t U L L∈ × ×u ε σε σε σε σ , таку що 

    ( ( ),δ ) (  ( ),δ ) ,    δ ;L Lt B t L= ∀ ∈uε σ σ σε σ σ σε σ σ σε σ σ σ  

      ( ( ),  δ ) ( ( ( ) , ( ) , ) ( ( ) ( )),δ ) ,     δ ; L Lt D t t t t t L= − ∀ ∈ξ ξσ ε ε  ε ε ε σ ε ε  ε ε ε σ ε ε  ε ε ε σ ε ε  ε ε ε  

   ( ( ),  δ ) ( ),  δ ,      δLt B t U〈 〉= ∀ ∈u u uσ ρ  σ ρ  σ ρ  σ ρ  , (2) 
де  B – лінійний диференційний оператор, тобто оператор обчислення 
малих деформацій ( )tεεεε  за визначеними переміщеннями ( )tu ; D  – нелі-

нійний оператор, що зв'язує напруження з деформаційною та тепловою 
історією;  ( ),δt〈 〉uρρρρ  – лінійна форма, що ототожнюється з роботою повер-

хневих навантажень і масових сил на можливих переміщеннях. 
Система нелінійних рівнянь (2) визначає узагальнене представлен-

ня крайової задачі теорії пластичності щодо переміщень, деформацій і 
напружень [11]. 

Зазначимо, що рівняння (2) дозволяють сформулювати узагальнену 
крайову задачу теорії пластичності у переміщеннях: 

        ( ( ( ) , ( ) , ) ( ( ) ( )) , δ ) ( ),δ ,     δ LD B t t t B t t B t U〈 〉− = ∀ ∈u ξ u ξ u u uρ  ρ  ρ  ρ  ,   (3) 
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Застосування рівняння (3) для побудови сіткових схем призводить до 
класичного формулювання МСЕ у формі методу переміщень [8]. У тако-
му випадку деформації визначають диференціюванням наближених пере-
міщень, одержаних із розв’язку задачі у переміщеннях, що є основною 
причиною погіршення збіжності апроксимації для деформацій і напру-
жень порівняно з розрахунком самих переміщень. 

Альтернативний підхід полягає у використанні крайової задачі у фор-
мі рівнянь (2), за якого деформації і напруження є її безпосередніми ар-
гументами, а не визначаються на основі розв’язання задачі у переміщен-
нях. Зауважимо, що для континуальних задач теорії пластичності уза-
гальнене представлення у переміщеннях і формулювання крайової задачі 
щодо переміщень, деформацій і напружень еквівалентні, але узагальнене 
представлення у формі системи рівнянь (2) є більш гнучким для побудови 
проекційно-сіткової схеми. 

Зазначимо, що у разі практичного використання проекційного методу 
узагальнений розв’язок рівнянь (2), (3) не обов'язково задовольняє стати-
чним умовам на поверхні тіла, оскільки межові умови для напружень на-
лежать до природних і їх враховують у самих рівняннях проекційного ме-
тоду. Ця обставина значною мірою спрощує побудову пробних (базис-
них) функцій, тому що їх можна вибирати без врахування статичним ме-
жовим умовам на поверхні тіла, що полегшує розв’язок багатьох практи-
чно важливих задач, особливо у випадку дво- або тривимірної області зі 
складною формою межи. Зокрема потрібно враховувати, що точність на-
ближених розв’язків для напружень і деформацій не завжди буде прийня-
тною, особливо для примежової смуги і на межі області. 

Наведемо узагальнене представлення крайової задачі, використання 
якої для побудови сіткових схем дозволяє одержати наближений 
розв’язок із врахуванням точної відповідності статичним межовим умо-
вам на частині поверхні тіла. Для цього введемо до розгляду множини 
можливих тензор-функцій для напружень і деформацій, що задовольня-
ють заданим умовам на межі тіла. 

Напруження будемо розглядати як елементи функціональної множини 
Z , яка складається із тензор-функцій, що інтегруються з квадратом на Ω  
разом із своїми першими похідними включно і дорівнюють заданим на-

пруженням на частині поверхні тіла. Простір можливих напружень 0Z  
визначимо, як підмножину елементів із множини Z , що задовольняють 
однорідним статичним умовами на межі області. 

Вважаємо, що деформації, як і напруження, інтегруються з квадратом 
на Ω  разом із своїми першими похідними включно і забезпечують вико-
нання статичних межових умов на частині поверхні тіла. Множину дефо-
рмацій із перерахованими властивостями позначимо X . Тоді простір мо-
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жливих деформацій 0X  складається з елементів множини X , що задово-
льняють однорідним статичним умовам на межі області. 

Якщо напруження і деформації подати у вигляді 

  
0 0 0( ) ( ) ( ),     ( ) ( )  ;    ;S St t t t Z t Z= + ∈ ∈σ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σ  

  
0 0 0

  ( ) ( ) ( ),     ( ) ( ) ,;    S St t t t X t X= + ∈ ∈ε ε ε ε εε ε ε ε εε ε ε ε εε ε ε ε ε                    (4) 

де ( )S tσσσσ  – напруження, що задовольняють неоднорідним статичним умо-

вами на частині поверхні тіла; ( )S tεεεε  – деформації, які визначають за на-

пруженням ( )S tσσσσ  з використанням рівняння стану матеріалу, то узагаль-

нену крайову задачу (2) можна переформулювати так. 

Знайти трійку 0 0 0 0( ( ),  ( ),  ( ))t t t U X Z∈ × ×u ε σε σε σε σ  і пару 

 ( ( ) ,  ( ))S St t X Z∈ ×ε σε σε σε σ , такі що 

  
0 0

 ( ( ),δ ) ( ( ),δ ) ,      δ ;L Lt B t Z= ∀ ∈uε σ σ σε σ σ σε σ σ σε σ σ σ  

   
0 0

  ( ( ),δ ) ( ( ( ), ( ), )( ( ) ( )),δ ) ,      δ ;L Lt D t t t t t X= − ∀ ∈ξ ξσ ε ε ε ε ε σ ε ε ε ε ε σ ε ε ε ε ε σ ε ε ε ε ε  

        
0( ( ), δ ) ( ),δ ( ( ),  δ ) ,       δS

L Lt B t t B U〈 〉= − ∀ ∈u u u uσ ρ σσ ρ σσ ρ σσ ρ σ     .        (5) 

Система нелінійних рівнянь (4), (5) визначає узагальнене представ-
лення крайової задачі теорії пластичності щодо переміщень, деформацій і 
напружень [12]. 

Що стосується умов існування та єдиності узагальненого розв’язку 
нелінійної крайової задачі, що сформульована у формі систем рівнянь (2), 
(3), (5), то справедливим є наступне твердження. Якщо за різних фіксова-
них температур функції, що описують криві деформування матеріалу, ви-
пуклі, узагальнений розв’язок крайової задачі існує і єдиний, а також без-
перервно залежить від зміни навантажень і початкових деформацій [11]. 

Основні положення змішаної схеми МСЕ. У проекційно-сітковому 
методі для побудови скінченновимірних просторів як базисні використо-
вують кусково-поліноміальні функції, тобто функції із скінченним малим 
носієм (фінітні функції) [8]. Для їх побудови за допомогою сітки здійс-
нюють дискретизацію області Ω  на скінченні елементи простішої геоме-
тричної форми і на об'єднанні елементів, що прилягають до кожного вуз-
ла сітки, будують кусково-поліноміальні функції із скінченним носієм, 
що дорівнює обраному об'єднанню. Будь-яку повну лінійно-незалежну 
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систему функцій такого виду приймають як базисну. Переваги такого ба-
зису полягають у тому, що носії його функцій набагато менші Ω  і базис 
«майже ортогональний». Для проекційного методу з такими базисними 
функціями матриці систем розв’язувальних рівнянь стають рідкозаповне-
ними, що суттєво спрощує процес розв’язання задачі. 

Наведемо спочатку класичне представлення скінченновимірної задачі 
у переміщеннях. Зведення узагальненої крайової задачі, що описується 
нелінійним рівнянням (3), до деякої скінченновимірної задачі становить 
суть проекційно-сіткового методу. 

Для побудови скінченновимірної задачі множину можливих перемі-
щень U  апроксимуємо послідовністю скінченновимірних просторів hU , 

де h  – визначальний параметр множини скінченновимірних просторів, 
що наближається до нуля. 

Вважаємо, що множина апроксимувальних просторів hU  задовольняє 

уведенню UU h    ⊂ . Тоді за аналогією з рівнянням (3) сформулюємо скін-

ченновимірну задачу так. 
Знайти переміщення hh Ut   )  ( ∈u  такі, що 

     ( ( ( ), ( ), )( ( ) ( )), δ ) ( ),δ ,  δh h h h h L h h hD B t t t B t t B t U〈 〉 ∈− = ∀u ξ u ξ u u u        ρ  ρ  ρ  ρ  ,  (6) 

Рівняння (6) визначає проекційно-сіткове формулювання крайової за-
дачі теорії пластичності у переміщеннях. Якщо матеріал характеризується 
властивістю зміцнення на ділянці пружно-пластичного деформування, 
розв’язок нелінійного рівняння (6) існує і єдиний, а також безперервно 
залежить від зміни навантажень і початкових деформацій. 

Отже, використання рівняння (6) для побудови сіткових схем призво-
дить до найбільш поширеного формулювання МСЕ у формі методу пере-
міщень [8]. У цьому методі для апроксимації переміщень застосовують 
кусково-поліноміальні неперервні функції, а розподіли деформацій і на-
пружень характеризуються розривною апроксимацією, внаслідок дифере-
нціювання переміщень. Тоді похибка наближеного обчислення напру-
жень і деформацій буде на порядок більше, ніж похибка за переміщенням, 
зокрема найбільш помітно ця похибка проявляється у вузлах на межі тіла. 

Альтернативний підхід ґрунтується на використанні узагальненого 
представлення крайової задачі у формі системи нелінійних рівнянь (2) 
щодо переміщень, деформацій і напружень. Побудова проекційно-
сіткової схеми на основі рівнянь (2) призводить до змішаного формулю-
вання МСЕ. У разі такого формулювання напруження і деформації вхо-
дять у розв’язувальні рівняння поряд із переміщеннями як рівноправні 
невідомі. 
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Для формулювання скінченновимірної задачі простори U  і L  апрок-
симуємо послідовністю скінченновимірних підпросторів hU  і hL . Вважа-

ємо, що для побудови просторів hU  і hL  використано окрему апроксима-

цію переміщень, деформацій і напружень за допомогою різного набору 
кусково-поліноміальних базисних функцій. Тоді за аналогією з континуа-
льною задачею (2) представимо скінченновимірну задачу так. 

Знайти трійку ( ( ),  ( ),  ( ))h h h h h ht t t U L L∈ × ×u ε σε σε σε σ , таку що 

     ( ( ),  δ ) ( ( ),  δ ) ,      δ ;L Lh h h h h ht B t L= ∀ ∈uε σ σ σε σ σ σε σ σ σε σ σ σ  

       ( ( ),  δ ) ( ( ( ), ( ), )( ( ) ( )),δ ) , δ ;L Lh h h h h h h h ht D t t t t t L= − ∀ ∈ξ ξσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε ε  

   ( ( ),  δ ) ( ),  δ ,     δL h hh h ht B t U〈 〉= ∀ ∈u u uσ ρσ ρσ ρσ ρ .                     (7) 

Система нелінійних рівнянь (7) визначає змішане проекційно-сіткове 
формулювання крайової задачі теорії пластичності щодо переміщень, де-
формацій і напружень [13]. 

Для врахування статичних межових умов на частині поверхні тіла пе-
реформулюємо скінченновимірну задачу (7) так. Вважаємо, що hh ZX    ×  

– апроксимувальна підмножина для напружень і деформацій, які забезпе-

чують виконання статичних умов на межі тіла. Тоді простір 00   
hh

ZX ×  

складається з елементів множини hh ZX    × , що задовольняють однорід-

ним статичним межовим умовам. 
Якщо напруження і деформації представити у вигляді 

0 0 0( ) ( ) ( ),     ( ) ;     ( ) ;S S
h h h h h h ht t t t Z t Z= + ∈ ∈σ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σσ σ σ σ σ  

  
0 0 0( )  ( ) ( ),     ( ) ;     ( )S S

h h h h h h ht t t t X t X= + ∈ ∈ε ε ε ε εε ε ε ε εε ε ε ε εε ε ε ε ε ,            (8) 

де ( ), ( )S S
h ht tσ εσ εσ εσ ε  – напруження і деформації, що задовольняють неоднорід-

ним статичним межовим умовам на частині поверхні тіла, то скінченно-
вимірну задачу за аналогією із рівняннями (5) сформулюємо так. 

Знайти трійку  
0 0 0 0( ( ),  ( ), ( ))h h h h h ht t t U X Z∈ × ×u ε σε σε σε σ  і пару 

( ( ), ( ))S S
h h h ht t X Z∈ ×ε σε σε σε σ , такі що 

     
0 0( ( ),  δ ) ( ( ),  δ ) ,     δ ;L Lh h h h h ht B t Z= ∀ ∈uε σ σ σε σ σ σε σ σ σε σ σ σ  

     
0 0  ( ( ),δ ) ( ( ( ), ( ), ) ( ( ) ( )),  δ ) , δ ;L Lh h h h h h h h ht D t t t t t X= − ∀ ∈ξ ξ     σ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε ε  

    
0( ( ),  δ ) ( ),  δ ( ( ), δ ) ,      δL L h h

S
h h h h ht B t t B U〈 〉= − ∀ ∈u u u uσ ρ σσ ρ σσ ρ σσ ρ σ .     (9) 

Система нелінійних рівнянь (8), (9) визначає змішане проекційно-
сіткове представлення крайової задачі теорії пластичності щодо перемі-
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щень, деформацій і напружень з урахуванням статичних межових умов на 
частині поверхні тіла [12]. 

Сформулюємо основні результати аналізу стійкості і збіжності зміша-
ного методу в задачах теорії пластичності. Для цього необхідно встанови-
ти спочатку відповідність між полями деформацій для класичного та змі-
шаного підходів МСЕ [9].  

Визначимо простір hY  як множину значень оператора B , що діє на 

замкнутому підпросторі UUh    ⊂ , тобто hh UBY  = , Тоді hY  – апрокси-

мувальний підпростір для простору деформацій. Обидва простори 0
hX  і 

hY скінченновимірні, але жоден з них не є підмножиною іншого.  

Введемо до розгляду проектувальний оператор 0:h h hI Y X→ , який 

ставить у відповідність кожному елементу з простору hY  його ортогона-

льну проекцію в 0
hX . Оператор проектування hI  породжує розкладання 

простору деформацій 0
hX  у пряму суму підпросторів: 

0 Im( ) Ker ( )h hhX I I∗= ⊕ , 

де ∗
hI  – спряжений щодо hI  проектувальний оператор, який діє з 0

hX  в 

hY . Зауважимо, що простори hY  і ) ( Im hI  можна інтерпретувати як поля 

можливих деформацій для класичних і змішаних схем МСЕ, а простір 

) (Ker  
∗
hI  як всілякі «саморівноважні» розподіли деформацій. 

Відзначимо, що визначений таким чином оператор ортогонального 
проектування hI  відіграє вирішальну роль в аналізі стійкості і збіжності 

змішаного методу. 
Дійсно, з використанням оператора проектування hI  систему неліній-

них рівнянь змішаного методу (9) представимо у еквівалентному вигляді 

    
0 0( ( ),  δ ) ( ( ),  δ ) ,      δ ;L Lh h h h h h ht I B t Z= ∀ ∈uε σ σ σε σ σ σε σ σ σε σ σ σ  

     
0 0    ( ( ),  δ ) ( ( ( ), ( ), )( ( ) ( )),  δ ) , δ ;L Lh h h h h h h h ht D t t t t t X= − ∀ ∈ξ ξ     σ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε εσ ε ε ε ε ε  

     
0( ( ),  δ ) ( ),  δ ( ( ),  δ ) ,       δL L h h

S
h h h h h ht I B t t B U〈 〉= − ∀ ∈u u u uσ ρ σσ ρ σσ ρ σσ ρ σ , 

звідки випливає нелінійне рівняння щодо переміщень: 
         ( ( ( ) , ( ) , ) ( ( ) ( )),   δ )hh h h h h h h LD I B t t t I B t t I B− =u ξ u ξ u     

   ( ),δ ( ( ), δ ) ,  δL h h
S

h h ht t B U〈 〉= − ∀ ∈u u uρ σρ σρ σρ σ ,                   (10) 

Отже, якщо нелінійний оператор D  має властивості сильної монотон-
ності та ліпшиць-неперервності, одержимо необхідну і достатню умову 
коректного розв'язання рівняння (10). 
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Умова стійкості. Якщо для всякого h  і довільних переміщень 

hh U ∈v  виконується оцінка 

hhLhhLh Ud||BI||||B||d        , 1        0    ,                     ∈∀≤<≤ vvv ,     (11) 

де стала d  не залежить від h , то розв’язок рівняння (10), а отже, і рів-
нянь змішаного методу (9) існує і єдиний, а також стійкий щодо вільних 
варіацій навантажень і початкових деформацій. 

Відзначимо, що для практичного застосування нерівність (11) зручно 
подати в іншому вигляді. Дійсно, згідно з умовою стійкості (11) маємо 

Lh

Lhh

U ||B||

||BI||
d

hh
 

 

   

    
Inf   

 

  

 v
v

v ∈
= .                                 (12) 

Тоді з урахуванням властивостей проектувального оператора hI  рів-

ність (12) перетворимо до наступного вигляду 

, 
   

       
Inf       Sup   1   

2 
 

2 
 2

 

 

0
 

 

      
 

Lh

Lhh

XU ||B||

||B||
d

hhhh
v

ηv

ηv

−−=
∈∈

 

звідки отримаємо оцінку знизу для d : 

.        
   

       
Sup 1 0

2 
 

2 
 2

 
          ,

 

 

 
 

h
Lh

Lhh

U

Xh||B||

||B||
d

hh

∈∀−−≥
∈

η
v

ηv

v

             (13) 

Зауважимо, що для практичного обґрунтування коректності змішаної 
апроксимації простіше використовувати нерівність (13), ніж умову (11), 
тому що перевірка нерівності (13) не потребує побудови та використання 
у явному вигляді проектувального оператора hI .  

Що стосується збіжності змішаної апроксимації, то справедливим є 
наступне твердження. Якщо виконується умова (11), то одержані у [13] 
оцінки похибок змішаної апроксимації для деформацій і напружень до-
зволяють встановити не тільки факт збіжності змішаного методу в зада-
чах термопластичності, але також вказують на можливість одержання по-
кращеної апроксимації для деформацій і напружень порівняно зі звичай-
ною апроксимацією МСЕ. 

Більше того, якщо початкові пластичні деформації для поточного ета-
пу навантажування визначити на основі розв’язування пружно-пластичної 
задачі для попередніх етапів навантажування, то отримуємо оцінки сума-
рної похибки для деформацій і напружень наприкінці етапу навантажу-
вання [13]. Одержані нерівності дозволяють встановити глобальну збіж-
ність змішаного методу для квазістатичних задач термопластичності, що 
описують неізотермічні процеси пружно-пластичного деформування з 
урахуванням початкових деформацій, які залежать від історії деформу-
вання і нагрівання. Згідно з отриманими оцінками точність розв’язування 
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скінченновимірної задачі (9) для початкових станів навантажування по-
винна бути достатньою, щоб не допустити впливу зростання перших кое-
фіцієнтів у розкладі сумарної похибки на точність розв’язування пружно-
пластичної задачі на наступних етапах навантажування. 

Потрібно підкреслити, що принципова відмінність змішаних схем 
МСЕ від традиційних полягає у необхідності побудови таких апроксиму-
вальних функцій, для яких забезпечується виконання умови стійкості 
(11), що гарантує розв’язуваність, збіжність та одержання стійкого 
розв’язку скінченновимірної задачі за будь-якого кроку сітки.  

Чисельний аналіз свідчить, що спроби ігнорування умови стійкості 
(11) у разі конструювання змішаних апроксимацій призводять до погано 
обумовлених скінченновимірних задач, розв’язки яких мають нестійкий 
осцилювальний характер. Отже, сформульована умова стійкості, яку за-
писано у формі нерівності (11) або (12), відіграє фундаментальну роль в 
аналізі коректності змішаного методу в задачах теорії пластичності. 

Формулювання матричних рівнянь змішаного методу. Застосуван-
ня змішаної апроксимації МСЕ для розв’язання крайової задачі неізотер-
мічної термопластичності приводить до системи нелінійних матричних 
рівнянь щодо вузлових невідомих переміщень, деформацій і напружень: 

[ ] { ( )} [ ] { ( )};t t=M H uεεεε  

{ ( )} [ ({ ( )}, { ( )})] ({ ( )} { ( )}); t t t t t= −Dσ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξ  

[ ] { ( )} { ( )}.T t t=H σ ρσ ρσ ρσ ρ                                       (14) 

Перше рівняння системи (14) визначає вектор значень деформацій 
{ ( )}tεεεε  у вузлах сітки за вузловими переміщенням { ( )}tu , друге – пов'яза-

не з рівнянням стану матеріалу для побудови вектора вузлових напружень 
{ ( )}tσσσσ  і третє – забезпечує виконання умов статичної рівноваги. Вектори 

{ ( )}tρρρρ  і { ( )}tεεεε  відповідають наведеним до вузлів сітки заданим наванта-

женням і початковим деформаціям. 
Через використання апроксимувальних функцій із скінченним малим 

носієм матриці ]  [ M , ]  [ H  рідкозаповнені. Крім того, матриці ]  [ M , 
]  [ H  і ]  [ D  мають блокову структуру заповнення, матричні блоки яких 

відповідають вузлам сітки, при чому ]  [ M  – симетрична додатно визна-
чена матриця, ]  [ D  – нелінійна блочно-діагональна матриця, що зв'язує 
вектори вузлових напружень і деформацій рівняннями стану. 

Для обчислення елементів матриць ]  [ M  і ]  [ H  використовували ін-
терполяційні квадратурні формули, в яких точки зважування збігаються з 
вузлами інтерполяції скінченного елемента. У цьому випадку матриця 

]  [ M  стає діагональною і розв’язання системи матричних рівнянь (14) 
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суттєво спрощується, тому що не потрібно застосовувати алгоритми об-
числення зворотної матриці ]  [ M  для знаходження вектора вузлових де-
формацій } ) (  {  tε  з першого рівняння системи (14). 

Врахування статичних межових умов. Розглянемо процедуру побу-
дови матричних рівнянь змішаного методу, яка дозволяє врахувати межо-
ві умови на частини поверхні тіла для вектора вузлових напружень і де-
формацій.  

Уведемо до розгляду вектор поверхневих напружень {  }′q  для повер-

хневих вузлів сітки, заданий в місцевій системі координат x′ , яка не обо-
в'язково збігається з глобальними осями x . Компоненти вектора {  }′q  

відповідають відомим компонентам вектора напружень на межі області і 
дорівнюють нулю у всіх інших випадках. Вважаємо, що [  ]′T  – матриця 

перетворення вектора вузлових напружень з глобальної координатної си-
стеми в місцеву і [  ]T  – матриця зворотного перетворення з місцевої в 

глобальну систему координат. Тоді можна визначити напруження {  }′σσσσ  

на межі в місцевій системі координат x′ : 
{  }    [  ] {  }′ ′= Tσ σσ σσ σσ σ .                                    (15) 

Для вектора }  { σ′  використовуємо розкладання 

0{  }    {  }    { }′ ′ ′= + qσ σσ σσ σσ σ ,                               (16) 

де 0{  }′σσσσ  – напруження, що задовольняють однорідним межовим умовам 

на поверхні тіла. Якщо прийняти, що напруження 0{  }′σσσσ  відомі, то з за-

стосуванням зворотного перетворення, маємо 

0{  }    [  ] {  }    [  ] ( {  }    { } )′ ′ ′= = +T T qσ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ .             (17) 

Для більшості практичних задач компоненти вектора напружень { }σσσσ  

на межі відмінні від заданих компонент вектора поверхневих напружень 
{ }′q . У цьому випадку напруження { }′σσσσ  неможливо уявити у вигляді 

розкладання (16), оскільки не задовольняються межові умови на поверхні 
тіла. 

Перетворимо вектор напружень { }σσσσ  таким чином, щоб забезпечити 

виконання статичних межових умов на поверхні тіла. Для цього викорис-
товуємо ортогональну проекцію вектора { }′σσσσ  на безліч можливих напру-

жень, що задовольняють межовим умовам. З урахуванням того що ком-
поненти вектора поверхневих напружень фіксовані { }′q , безліч можли-

вих напружень складається з всіляких векторів напружень, що задоволь-
няють однорідним межовим умовам. Більше того, оскільки згадане пере-
творення вектора напружень не повинно призводити до порушення рів-
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няння стану матеріалу, в проекційному рівнянні необхідно враховувати 
відповідне перетворення і для вектора деформацій і, отже, рівняння для 
побудови проекції вектора напружень { }′σσσσ  слід формулювати в енерге-

тичній метриці, тобто з використанням скалярного добутку векторів на-
пружень і деформацій. 

Позначимо через { }′(σσσσ  ортогональну проекцію вектора напружень 

{ }′σσσσ  на безліч можливих напружень, що задовольняють однорідним ме-

жовим умовам на поверхні тіла. Тоді з урахуванням наведених вище за-
уважень вектор { }′(σσσσ  визначимо на підставі тотожності: 

      
  1 1

0 0
   {δ } [ ] { } { δ } [ ] { }T T− −′ ′ ′ ′ ′ ′=D D

(σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ ,                     (18) 

де [ ]′D  – матриця, що відповідає матриці [ ]D  в місцевій системі коорди-

нат,  0{δ }′σσσσ  – довільний вектор напружень, що задовольняє однорідним 

межовим умовам. 
Оскільки вектор проекції { }′(σσσσ  задовольняє статичним межовим умо-

вам на поверхні тіла, напруження { }′(σσσσ  можна представити у вигляді роз-

кладання 

0{ } { } { }′ ′ ′= + q
( (σ σσ σσ σσ σ ,                                       (19) 

де  0{δ }′σσσσ  – невідомі напруження, що задовольняють однорідним межо-

вим умовам, { }′q  – задані поверхневі напруження. 

На підставі співвідношень (18), (19) отримуємо рівняння відносно век-
тора напружень  0{δ }′σσσσ : 

 

      
  1 1

0 0 0
  {δ } [ ] { } { δ } [ ] ({ } { })T T− −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −D D q

(σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ .             (20) 

Для матриці 1 [ ] −′D  в рядку, що відповідає заданому напруженню на 

межі тіла, покладемо всі елементи нульовими і модифіковану таким чи-

ном матрицю 1 [ ] −′D позначимо [ ]′S . Крім того, для матриці [ ]′S  у стовп-

ці, що відповідає нульовому рядку, в діагональну позицію помістимо 
одиницю, а всі інші елементи у стовпці покладемо нульовими. Побудова-
ну таким чином матрицю позначимо [ ]′Q . З урахуванням матриць [ ]′S , 

[ ]′Q  з рівності (20) знаходимо 

 
1

0
 { } [ ] [ ] ({ } { })−′ ′ ′ ′ ′= −Q S qσ σσ σσ σσ σ .                          (21) 

Відповідно до формул (15)-(17), (19) і (21) для довільного вектора на-
пружень { }σσσσ  отримуємо вектор { }

(σσσσ , що задовольняє статичним межо-

вим умовам на поверхні тіла: 
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{ } [ ] { } [ ] { } ′= +C P q
(σ σσ σσ σσ σ ,                                (22) 

де матриці ]  [ C , ]  [ P  визначено так: 

 
1 [ ] [ ]  [ ] [ ]  [ ]−′ ′ ′=C T Q S T ;     

1 [ ] [ ] [ ]  [ ] [ ]−′ ′= −P T T Q S .     (23) 

Вважаємо, що матриці ]  [ C , ]  [ P  мають блочно-діагональну структу-
ру заповнення, яка відповідає вузлам сітки. Для поверхневих вузлів, в 
яких враховують межові умови для напружень, діагональні блоки цих ма-
триць визначають за допомогою співвідношень (23), а для всіх інших вуз-
лів – вони дорівнюють одиничній і нульовій матриці відповідно. 

Вектор вузлових деформацій { }
(εεεε  визначаємо через напруження { }

(σσσσ  

за допомогою співвідношення 
1 { } [ ] { } { }−= +D

( (ε σ ξε σ ξε σ ξε σ ξ .                                   (24) 

Отже, на підставі формулювання (14) і співвідношень (22)-(24) отри-
муємо систему нелінійних матричних рівнянь змішаного методу з ураху-
ванням статичних межових умов на поверхні тіла: 

 
1 { ( )} [ ] [ ] { ( )}t t−= M H uεεεε ; 

 { ( )} [  ({ ( )} , { ( )})] ({ ( )} { ( )}) ;t t t t t= −D
(σ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξσ ε ξ ε ξ  

 
0{ ( )} [  ({ ( )} , { ( )})] { ( )}t t t t= C

(σ ε ξ σσ ε ξ σσ ε ξ σσ ε ξ σ ;    

 { ( )} [ ({ ( )} , { ( )})] { ( )}S t t t t′= P q
(σ ε ξσ ε ξσ ε ξσ ε ξ ; 

0{ ( )} { ( )} { ( )}St t t= +(σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ ; 

 
1 { ( )} [  ({ ( )} , { ( )})]  { ( )} { ( )}t t t t t−= +D

( ( (ε ε ξ σ ξε ε ξ σ ξε ε ξ σ ξε ε ξ σ ξ ; 
 [ ] { ( )} { ( )}T t t=H

(σ ρσ ρσ ρσ ρ .                                       (25) 

Системи нелінійних рівнянь (14), (25) визначають матричне формулю-
вання змішаного методу для розв’язання задач неізотермічної термоплас-
тичності щодо вузлових переміщень, деформацій і напружень. 

Для розв’язання систем рівнянь (14), (25) розроблено та реалізовано 
спеціальні крокові-ітераційні алгоритми. Встановлено, що сформульована 
умова стійкості змішаного методу забезпечує збіжність і стійкість запро-
понованих ітераційних процедур. Одержано результати з оптимізації 
швидкості збіжності ітераційних алгоритмів і показано можливість їх 
ефективної практичної реалізації. 

Деякі приклади побудови стійких змішаних апроксимацій МСЕ для 
розв’язання двох- і тривимірних задач, а також вирази для елементів 
розв’язувальних матриць наведено в [14, 15]. Результати розв’язання мо-
дельних задач теорії пружності, пластичності і механіки руйнування, що 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95                        31 
 

 

одержані на основі пропонованої змішаної апроксимації, та їх порівняння 
з аналітичними розв’язками і результатами розрахунків за методом пере-
міщень, наведено в [9, 14-17]. 

Аналіз модельних і досвід розв’язання практичних задач свідчать про 
ефективність змішаного методу у задачах про вигинання, концентрацію 
напружень, а також у разі розв’язання пружно-пластичних задач з розви-
неними зонами пластичних деформацій. Врахування статичних межових 
умов на поверхні тіла призводить до покращеної змішаної апроксимації 
напружень і деформацій особливо за пружно-пластичного моделювання. 
Застосування змішаної апроксимації до розв’язання задач теорії тріщин 
дозволяє отримати більш точні і стійкі розрахункові значення локальних 
параметрів руйнування порівняно з класичним методом переміщень. На 
розріджених і помірних за розмірами сітках застосування змішаного ме-
тоду до розрахунку тіл складної конфігурації дозволяє отримати більш 
точні результати порівняно з класичним варіантом МСЕ. Для задач, що 
мають незначний градієнт напружень, результати розрахунків на основі 
змішаного і класичного підходів МСЕ близькі між собою. Результати чи-
сельного аналізу підтвердили ефективність розроблених методів розраху-
нку і програмного забезпечення до розв’язання широкого спектра науко-
вих і прикладних задач термомеханіки. 
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УДК 539.4 
Чирков О.Ю. Розвиток змішаного методу скінченних елементів до розв’язання крайо-
вих задач термомеханіки// Опір матеріалів і теорія споруд. – 2015. – Вип. 95. – С. 16–34. 

Розвинуто загальну теорію змішаних схем метода скінченних елементів для розв’язання кра-
йових задач термомеханіки неоднорідних середовищ, зокрема, нелінійних задач, що описують 
неізотермічні процеси пружно-пластичного деформування за криволінійними траєкторіями малої 
кривизни. Із застосуванням апарату функціонального аналізу досліджено коректність змішаних 
проекційно-сіткових алгоритмів і на цій основі сформульовано умови, що забезпечують стійкість 
та збіжність змішаної апроксимації для напружень, деформацій і переміщень. Встановлено, що 
змішаний метод призводить до більш точних розрахункових розподілів напружень і деформацій 
порівняно із класичним методом переміщень. Побудовано спеціальні скінченні елементи, що за-
безпечують стійкість та збіжність пропонованих змішаних апроксимацій. Отримано систему 
розв’язувальних рівнянь змішаного методу з урахуванням точного задоволення статичним межо-
вим умовам на поверхні тіла, для розв’язання яких запропоновано економічні та стійкі кроково-
ітераційні обчислювальні алгоритми. 

Ключові слова: метод скінченних елементів, неізотермічні процеси пружно-пластичного де-
формування, змішана схема метода скінченних елементів. 
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Чирков А.Ю. Развитие смешанного метода конечных элементов к решению краевых за-
дач термомеханики // Сопротивление материалов и теория сооружений. – 2015. – Вып. 95. – С. 
16–34. 

Развита общая теория смешанных схем метода конечных элементов для решения краевых за-
дач термомеханики, в частности нелинейных задач, описывающих неизотермических процессы 
упругопластического деформирования по криволинейным траекториям малой кривизны. С при-
менением аппарата функционального анализа исследована корректность смешанных проекцион-
но-сеточных алгоритмов и на этой основе сформулированы условия, обеспечивающие устойчи-
вость и сходимость смешанной аппроксимации для напряжений, деформаций и перемещений. 
Установлено, что смешанный метод приводит к более точным расчётным распределениям на-
пряжений и деформаций по сравнению с классическим методом перемещений. Построены специ-
альные конечные элементы, обеспечивающие устойчивость и сходимость смешанной аппрокси-
мации. Получена система разрешающих уравнений смешанного метода с учетом точного удовле-
творения статическим граничным условиям на части поверхности тела, для решения которых 
предложены экономичные и устойчивые шагово-итерационные алгоритмы. 

Ключевые слова: метод конечных элементов,неизотермические процессы упруго-
пластического деформирования, смешанная схема метода конечных элементов. 

 
 

Chirkov A.Y. Development of mixed finite element method for the solution of thermo-
mechanical boundary problems // Strangth of materials and the theory of structures. – 2015. – 
Issue. 95. – P. 16–34. 

A general theory of mixed schemes of finite element method has been developed for the solution of thermo-
mechanical boundary problems of inhomogeneous media, in particular nonlinear problems that describe the non-
isothermal processes of elasto-plastic deformation using curved trajectories with small radius of curvature. Using 
the device for functional analysis the correctness of mixed projection-mesh algorithms is studied and based on it 
the conditions that provide stability and convergence of mixed approximation for stresses, strains and displace-
ments have been laid down.  It is found that the mixed method results in more accurate computational distribu-
tion of stresses and strains compared with the classical method of displacements. Special finite elements have 
been constructed, which ensure stability and convergence of the proposed mixed approximations. The system of 
equations for mixed method with consideration of specific fulfillment of static boundary conditions on the body 
surface has been obtained. The efficient and stable  step-iteration computational algorithms have been proposed 
for the solution of this system.  

Keywords: finite element method, non-isothermal processes of elasto-plastic deformation , 
mixed finite element method. 
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У роботі здійснено огляд сучасних наукових досліджень щодо вивчення взаємодії 
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На даний час людство, пройшовши епохи каменю, бронзи, заліза та 
пластику, увійшло в еру передових матеріалів (Advanced Materials Age). 
Значний інтерес до прикладних та теоретичних досліджень композитних 
структурно неоднорідних тіл зумовлений розвитком шести основних 
напрямів технологій [1]: нанотехнології, біомеханіки, сенсорних 
технологій, енергоощадності, виготовлення високотехнологічних 
матеріалів (high-performance materials), а також паливних елементів. За 
даними [2] питома вага наукових теорій та засобів моделювання у 
загальному процесі розробки та виробництва передових матеріалів за 
десятибальною шкалою складає 5–8 балів, тобто, чинить істотний вплив. 

Проектування сучасних композитів не обходиться без використання 
тонких елементів геометрії та структури. Зокрема, у роботах [3–6] 
відзначена значна перевага армування стрічками замість волокон: 
міцність на розтяг у трансверсальному напрямі досягає 50–70 % від 
величини міцності у поздовжньому, натомість використання волокон дає, 
зазвичай, лише 2–15 %. Експериментальних досліджень властивостей 
нанокомпозитів стосуються праці [7–10]. У роботах [11, 12] обґрунтовано 
також можливість розрахунку композитів із карбонових нанотрубок за 
допомогою методів механіки континууму. 

Розрахункові моделі суцільних середовищ також невпинно 
розширюються в сенсі врахування якомога більшої кількості фізичних 
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властивостей тіл та полів, що діють у них. Одними з ключових у цьому 
сенсі є методи розрахунку та проектування смарт- (інтелектуальних) 
матеріалів, здатних змінювати свої властивості, самостійно 
налаштовуючись на оптимальні для матеріалу і конструкції режими 
роботи. П’єзоелектричні матеріали, основною властивістю яких є 
взаємозв’язок впливів електричного та механічного полів, вже доволі 
давно і щораз ширше використовують в інтелектуальних 
електромеханічних системах для виготовлення сенсорів, перетворювачів 
та актуаторів [13–16]. Зокрема, п’єзоелектричні сенсори часто 
впроваджуються в конструкційні елементи для контролю наслідків 
прикладеного навантаження. Нещодавно запропоновано [17, 18] 
використовувати композити на основі п’єзоелектричних матриць із 
п’єзоволокнами, що дають можливість проектувати пристрої з великою 
кількістю додаткових функцій, зокрема, моніторингу внутрішнього стану, 
перетворення енергії, керування вібраціями, демпфування тощо [17]. 

Вагоме місце серед новітніх матеріалів посідають магнітоелектричні 
композити, тобто, виготовлені за керамо- чи нанотехнологіями тверді 
суміші п’єзомагнітної та п’єзоелектричної компонент [19–22], у яких 
магнітоелектричний ефект виникає внаслідок механічної взаємодії цих 
двох фаз. Огляд лінійних теорій електромагнітомеханіки таких 
діелектриків, а також виклад локально-ґрадієнтної теорії діелектриків 
подано у роботах [23, 24]. Унаслідок структурної неоднорідності 
магнітоелектричних композитів, одна із фаз може розглядатися як 
сукупність мікровключень. З іншого боку, недосконалість чи порушення 
технології виробництва або експлуатації таких композитів можуть 
зумовити утворення на мезо- та макрорівнях дефектів гомогенізованої 
структури у вигляді тонких включень або тріщин. 

Тонкі неоднорідності можуть чинити також і небажаний вплив, адже 
вони є одними з найпоширеніших типів дефектів конструкційних 
матеріалів. До них належать тріщини, тонкі плівкові прошарки, заповнені 
чужорідними матеріалами порожнини тощо. Результати 
експериментальних досліджень впливу на втому металів різноманітних 
порожнин і неметалевих включень та класифікацію останніх подано у 
книзі [25]. У монографії П.В. Яснія [26] виявлений багатоплановий вплив 
попереднього пластичного деформування на механічні властивості 
конструкційних матеріалів та їхню міцність. Доведено, що істотну роль 
при цьому відіграють дрібні включення. 

Із поширенням ін’єкційних технологій заліковування тріщин [27–30] 
задача розрахунку напруженого стану тіла з включеннями з урахуванням 
варіювання механічних і теплофізичних характеристик наповнювача 
набуває все більшої ваги [27, 31], а додаткове врахування анізотропії 
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властивостей матеріалу є важливим аспектом при дослідженні цього 
комплексу задач. 

Основні методи дослідження тіл із тонкими неоднорідностями. 
Проблем побудови моделей та методів дослідження тонких включень у 
пружних та термопружних середовищах стосуються оглядові праці 
Д.В. Гриліцького, Г.Т. Сулима та Й.З. Піскозуба [32, 33], Г.Я. Попова 
[34], T. Mura [35] та ін. Практично всеохоплюючий огляд робіт, що 
стосуються тематики тонких неоднорідностей подано у монографії 
Г.Т. Сулима [36]. Зокрема, у ній зазначено, що для аналізу тіл із тонкими 
включеннями використовують такі основні підходи: 1) попередній 
розгляд включення довільної форми, а потім істотне зменшення одного із 
його розмірів; 2) використання експериментальних методів; 3)  докладний 
розгляд напружено-деформованого стану біля вістря неоднорідності та 
межі поділу матеріалів за допомогою асимптотичних методів; 
4) опрацювання специфічних теорій, що дала би можливість досить 
просто розв’язувати відповідні задачі з урахуванням саме малої товщини 
дефекту; 5) застосування прямих числових методів. 

Математична складність першого підходу зумовила появу 
специфічних теорій тонких включень, у яких властивості неоднорідності 
усереднюються за товщиною, а певні параметри взагалі відкидаються. 
Тобто, саме включення вилучається із розгляду, а його вплив описується 
певними умовами неідеального контакту на деякій серединній поверхні 
(лінії у двовимірних задачах). Вперше таку ідею сформулював 
Я.С. Підстригач [37] стосовно задач теплопровідності, побудувавши 
відповідні умови взаємодії. Цей підхід аналізу тіл із тонкими 
включеннями та щілинами пізніше отримав значний розвиток у роботах 
В.М. Александрова, О.Є. Андрейківа, Н.Х. Арутюняна, 
Л.Т. Бережницького, В.В. Божидарніка, Я.М. Григоренка, 
О.Я. Григоренка, Д.В. Гриліцького, В.Т. Грінченка, В.С. Гудрамовича, 
О.М. Гузя, І.Т. Денисюка, А.П. Зіньковського, О.О. Євтушенка, 
С.О. Калоєрова, Г.С. Кіта, Я.І. Кунця, Р.М. Кушніра, В.В. Лободи, 
В.М. Максимовича, Р.М. Мартиняка, В.В. Мелешка, В.В. Михаськіва, 
О.Б. Мовчана, В.В. Можаровського, М.Ф. Морозова, М.М. Николишина, 
В.К. Опанасовича, В.А. Осадчука, В.І. Острика, В.В. Панасюка, 
В.Г. Попова, Г.Я. Попова, Я.Г. Савули, В.С. Саркисяна, М.Г. Стащука, 
Г.Т. Сулима, А.О. Сяського, Л.А. Фільштинського, П.О. Фомічова, 
М.В Хая, Г.П. Черепанова, К.С. Чобаняна, А.С. Хачикяна, E.E. Gdoutos, 
G.C. Sih та ін. [26, 32, 36, 38–75]. Поєднання континуумних та 
молекулярних моделей при аналізі тонких неоднорідностей будови 
матеріалу також використано у роботах T. Belytschko, S.P. Xiao [76], 
S. Badia та ін. [77]. 
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У зв’язку з активним розвитком механіки руйнування, значна 
кількість робіт стосується вивчення задач для тіл зі щілинами та 
тріщинами, які є частковим випадком загального класу дефектів типу 
тонких неоднорідностей і моделюються математичним розрізом із 
заданими крайовими умовами на ньому. Зокрема, слід відзначити праці 
О.Є. Андрейківа, О.П. Дацишин, Р.М. Кушніра, З.Т. Назарчука, 
М.М. Николишина, В.А. Осадчука, В.В. Панасюка, М.П. Саврука, 
Г.П. Черепанова та інших вчених [60, 78–85]. 

Основні результати, що стосуються, загалом, двовимірних задач теорії 
тонких деформівних включень в ізотропних тілах, були отримані на 
основі застосування методів функцій стрибка [36], лінійного розвинення 
комплексних потенціалів [65, 86] та розривних розв’язків [68, 69]. У 
роботі [87] вперше розв’язано задачу для тонкого пружного включення у 
повному спектрі зміни його властивостей, а також знайдено 
асимптотичний розподіл напружень та переміщень в околі вершини 
такого включення. 

Дещо менше уваги приділено просторовим задачам теорії пружності 
для тіл із тонкими включеннями. Зокрема, у працях [88–90] досліджено 
коефіцієнти інтенсивності напружень для жорстких пластинчатих 
включень. У роботах [91, 92] розглянуто жорсткі дискові включення 
(тонкі абсолютно жорсткі влючення називають подеколи антитріщинами) 
на межі поділу пружних півпросторів, а також взаємодію включень і 
тріщин у півпросторі. Тонкі жорсткі включення в пружному середовищі 
досліджено також у монографії [93]. Просторові задачі для тонких 
податних включень (вінклерова модель) детально розглянуті у 
монографіях [94, 95]. 

Спеціальні підходи, зокрема й метод функцій стрибка [36], 
продуктивні при розв’язуванні задач для лінійних включень у безмежних 
середовищах, смугах, півплощинах тощо, тобто для задач, у яких 
геометричні параметри та вид і спосіб навантаження дають можливість 
записати зручну для подальших обчислень систему інтегральних рівнянь. 
Що стосується викривлених включень, то з використанням таких підходів 
та їхніх спеціальних модифікацій на цей час було досліджено лише 
включення уздовж дуги кола [96, 97]. 

Застосування прямих числових методів [98–100] дає можливість 
розглядати різноманітні задачі для обмежених і необмежених тіл із 
прямолінійними та викривленими включеннями, однак їхня ефективність 
істотно залежить від використаних методів моделювання тонких 
елементів тіл [98, 99] та можливостей регуляризації побудованих рівнянь.  

Тому при дослідженні напруженого стану скінченних тіл із тонкими 
непрямолінійними включеннями видається ефективним поєднання 
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прямих числових методів (граничних чи скінченних елементів) зі 
спеціальними підходами. Зокрема, у роботах [43, 101] модель тонкого 
податного включення уведено в метод скінченних елементів. У роботі 
[102] на основі методу граничних елементів (МГЕ) побудована модель 
тіла з тонким жорстким включенням, що описується стрижневими 
скінченними елементами. Цю модель розвинуто в роботі [103] для 
випадку податних включень. Унаслідок врахування при розбитті тіла 
малої товщини включення при розв’язуванні задач використовуються 
спеціальні підходи обчислення квазісингулярних інтегралів. 

При моделюванні методом граничних елементів тонких включень 
їхній вплив на основний матеріал часто замінюють силами, 
розподіленими з певною густиною уздовж лінії, що лежить на серединній 
поверхні включення (метод масових сил). Такий підхід використано при 
моделюванні паль у ґрунті (модель згину стрижнів) в роботі [104], для 
дослідження впливу загвинчених у породу утримуючих болтів (модель 
розтягу-стиску стрижнів) [105], для моделювання прямолінійних 
армувань бетону [106, 107]. Найповнішою серед розглянутих є модель 
[107], оскільки вона враховує розтяг, зсув та згин тонкого включення. 
Проте внаслідок використання методу масових сил у таких моделях не 
вдається описати поперечне деформування включення, яке 
супроводжується стрибком переміщень при переході через серединну 
поверхню. Саме тому згадані вище моделі тонкої неоднорідності 
потребують розвитку в напрямі урахування також і поперечної податності 
матеріалу включення, зокрема, із використанням підходів методу функцій 
стрибка. Крім того, видається необхідним врахувати вплив можливої 
викривленості форми тонкого включення. 

Анізотропні середовища з тріщинами та тонкими включеннями. 
На цей час достатньо повно опрацьована математична теорія тріщин в 
анізотропних середовищах, а докладний виклад методики розв’язування 
відповідних задач за допомогою інтегральних рівнянь на основі 
комплексних потенціалів С.Г. Лехніцького [108] та огляд відповідних 
літературних джерел можна знайти у монографії [42]. Основи теорії 
тонких пружних прямолінійних включень, механічні властивості яких 
можуть змінюватися у найширшому спектрі від абсолютної податності 
(тріщини) до абсолютної жорсткості, в анізотропних середовищах 
відображено у монографії [36] та праці [304]. Перші результати у цьому 
напрямі були отримані у працях [109, 110], причому у граничних 
випадках було одержано інтегральні рівняння задач про тріщину чи 
абсолютно жорстке включення в анізотропному середовищі. Тонкі 
абсолютно жорсткі включення в анізотропних середовищах розглядалися 
також у роботах [90, 111] та ін. Детальний огляд використання 



40                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 

 

 

розвинутого пізніше формалізму Стро подано у працях [111, 112]. Моделі 
податного та гнучкого прямолінійних включень в анізотропному 
матеріалі та розв’язки відповідних задач для безмежного середовища 
подано у роботі [113]. 

П’єзоелектричні та магнітоелектропружні тіла з тонкими 
неоднорідностями. Значний особистий внесок у створення 
фундаментальних загальнотеоретичних принципів та методів 
розв’язування конкретних задач із урахуванням взаємовпливу полів різної 
фізичної природи зробили Я.Й. Бурак, О.Р. Гачкевич, Б.Д. Дробенко, 
В.Ф. Кондрат, Л.В. Мольченко, В.З. Партон, Я.С. Підстригач, 
Р.Ф. Терлецький, А.Ф. Улітко, В.Ф. Чекурін та ін. [15, 23, 114–121]. І все 
ж при цьому здатність тонких неоднорідностей будови матеріалу чинити 
істотний вплив на фізико-механічні поля і розраховані експлуатаційні 
характеристики виробу вивчена далеко неповно. Зокрема, тріщини, 
чужорідні прошарки, електропровідні включення тощо створюють великі 
градієнти фізико-механічних полів, що може спричинити відмову чи 
навіть механічне руйнування конструкційного елемента. 

Дослідження тонких неоднорідностей у матеріалах та конструкціях 
стосуються, в основному, дефектів типу щілин (тріщин). На відміну від 
лінійної механіки руйнування пружних тіл, задачі теорії тріщин у 
п’єзоелектричних та магнітоелектропружних (МЕП) матеріалах є, 
загалом, нелінійними [122–124], оскільки діелектрична та магнітна 
проникності газу (зазвичай, повітря), що заповнює просвіт щілини, не 
дорівнює нулю. Відтак, завжди існують додаткові, переважно нелінійні, 
зв’язки між розкриттям тріщини та розривами електричного і магнітного 
потенціалів на ній. Найпростіші залежності між останніми часто будують 
за аналогією із моделлю пружної основи Вінклера [122], записуючи 
крайові умови на берегах напівпроникної тріщини (semi-permeable crack), 
для якої стрибок електричного чи магнітного потенціалів на дефекті 
пропорційний до добутку розкриття на нормальну складову електричного 
зміщення чи магнітної індукції [123]. Лінеаризуючи ці рівняння, для 
спрощення вводять також моделі непроникної тріщини (impermeable 
crack), для якої електричне зміщення та магнітна індукція на поверхнях 
дефекту є заданими (зазвичай, нульовими, тобто, магнітний і електричний 
контакт поверхонь відсутній), а також проникної тріщини (permeable 
crack) – електричний та магнітний потенціали разом із нормальними 
складовими електричного зміщення та магнітної індукції є неперервними 
при переході через поверхню дефекту, тобто, реалізується ідеальний 
електричний і магнітний контакт [125, 126]. 

Однак, можна запропонувати й іншу лінійну модель напівпроникної 
тріщини. Адже реальні тріщини, як правило, мають певну все ж 
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ненульову товщину, що дає можливість нехтувати міжмолекулярною 
взаємодією її берегів. Тому тріщину можна розглядати як тонкостінну 
порожнину з певною товщиною (необов’язково сталою), яка заповнена 
певною субстанцією (наприклад, повітрям). Вважаючи, що прикладене 
навантаження зумовлює малі розкриття щілини порівняно з її товщиною 
(а саме ці припущення використовує лінійна теорія п’єзоелектриків 
[118]), модель напівпроникної тріщини вдається лінеаризувати. 
Змінюючи проникність наповнення тонкої щілини, у граничних випадках 
можна отримати моделі як абсолютно проникної, так і абсолютно 
непроникної тріщин. Вперше цю ідею було висловлено у монографії 
В.З. Партона та Б.А. Кудрявцева [118], де для запису умов електричного 
контакту берегів тріщини використано модель тонкого діелектричного 
шару. 

Велика кількість задач щодо тріщин у п’єзоелектричних матеріалах 
були розв’язані за допомогою методів теорії функції комплексної змінної 
та інтегральних рівнянь. Прямолінійні електрично непроникні, проникні 
та електропровідні тріщини в п’єзоелектричних матеріалах розглянуті у 
роботах [122–124, 127–131] та ін. Задач електро- та магнітопружності тіл 
із тріщинами стосуються монографії [118, 132–134]. Міжфазні проникні 
та непроникні тріщини в п’єзоелектричному біматеріалі вивчені у 
роботах В.В. Лободи та В.Б. Говорухи [135–140]. Електропровідні та 
феромагнітні тіла з тріщинами за дії зовнішнього електромагнітного поля 
досліджені у роботах О.Є. Андрейківа, З.Т. Назарчука, В.Р. Скальського 
та ін. [141, 142]. 

E. Pan [143] вперше розробив метод граничних елементів без 
підобластей (single domain boundary element method) для аналізу плоских 
задач механіки руйнування п’єзоелектричних тіл. R. Rajapakse та X.-L. Xu 
[144] запропонували МГЕ, що використовує сильно сингулярні 
інтегральні рівняння, в яких тріщина моделюється розподіленими уздовж 
лінії дислокаціями. При вивченні тріщин U. Groh та M. Kuna [145] 
використали методи декомпозиції області та крайові інтегральні рівняння 
на переміщення і електричний потенціал. F. Garcia-Sanchez та ін. [146] 
для аналізу задач теорії тріщин розробили змішаний граничноелементний 
підхід, що використовує як сингулярні, так і гіперсингулярні інтегральні 
рівняння. K.M. Liew, Y. Sun та S. Kitipornchai [147] запропонували 
безелементний підхід (boundary element free approach), який базується на 
гіперсингулярних інтегральних рівняннях та апроксимації рухомих 
найменших квадратів (moving least square approximation). N. Sheng та 
K.Y. Sze [148] побудували схему МГЕ типу Треффца для вивчення 
тріщин у плоских задачах електропружності. M. Denda у статті [124] 
розробив алгоритм аналізу напівпроникних тріщин у п’єзоелектрику за 
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допомогою методу граничних елементів. Просторові задачі теорії тріщин 
у п’єзоелектричних тілах вивчені у працях [149–151] та ін. 
Граничноелементний аналіз задач теорії тріщин у п’єзоелектричних та 
магнітоелектропружних тілах подано також у монографіях [152, 153]. 

Значно менше публікацій стосується поєднаних електричних і 
механічних полів у тілах із тонкими включеннями. Еліптичні включення 
в п’єзоелектриках вивчені у монографіях [132, 152]. Еліпсоїдні отвори, 
включення та плоскі просторові тріщини в п’єзоелектричних та 
п’єзомагнітних матеріалах розглянуто у роботах Ю.М. Подільчука та його 
учнів [154–156]. Електропружний простір із довільно орієнтованим 
еліпсоїдним включенням вивчено у статті [157]. Квантові нитки в 
п’єзоелектричному середовищі досліджені за допомогою МГЕ у працях 
[158–160]. J.J. Ramsey, E. Pan та P.W. Chung [161] подали порівняння 
заснованих на МГЕ методів механіки континууму та підходів 
молекулярної статистики при моделюванні квантових ниток. 
Електронапружений стан тіл із тонкими жорсткими включеннями за 
антиплоскої деформації вивчено у працях [133, 162] із використанням 
методів теорії функції комплексної змінної та інтегральних рівнянь. 
Z.M. Xiao та ін. [163] дослідили задачу зародження мікротріщини на 
вістрі півбезмежного жорсткого включення у п’єзоелектричному 
середовищі. L. Wu та S. Du [164] вивчили задачу про тонке жорстке 
включення, розміщене конфокально в еліптичному електропружному 
включенні, вставленому в безмежне п’єзоелектричне середовище. 
Динамічну взаємодію SH-хвиль із тонким провідним жорстким 
включенням у п’єзоматеріалі розглянуто у праці [165]. У роботі [166] 
вивчено напружений стан п’єзоелектричного середовища з плоскою 
тріщиною, що розкривається жорстким включенням. C.-F. Gao, W.-X. Fan 
[167] розглянули задачу про жорстке діелектричне включення на межі 
контакту двох п’єзоелектричних півплощин. У роботі [168] розв’язано 
плоску задачу про взаємодію гвинтової дислокації та системи співвісних 
жорстких прямолінійних включень в електропружному середовищі. 
Z. Huang та Z.-B. Kuang [169] розглянули взаємодію дислокації та 
еліптичної неоднорідності в п’єзоелектрику. 

Дослідження тонких пружних і п’єзоелектричних включень за 
антиплоскої деформації середовища започатковано у роботах Я.І. Кунця, 
Р.В. Рабоша та Г.Т. Сулима [170–172].  

Задачі МЕП для тіл із непроникними та проникними тріщинами 
розглянуто у монографіях С.О. Калоєрова та ін., Б.А. Кудрявцева та 
В.З. Партона, Д.І. Бардзокаса, М.Л. Фільштинського та 
Л.А. Фільштинського, Q.H. Qin [19, 118, 132, 133, 152] та ін. Дослідження 
тонких дефектів, зокрема й тріщин, в МЕП матеріалах стосуються також 
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роботи В.В. Лободи, Y.H. Chen, N. Hasebe, E. Pan, J. Sladek, V. Sladek, 
W.Y. Tian, M. Wünsche, Ch. Zhang та ін. [130–181]. У працях [182–185] на 
основі методу граничних елементів розроблено низку числових підходів 
для визначення параметрів, що характеризують руйнування 
магнітоелектричних композитів із тріщинами. В основному, вони 
стосуються дослідження тіл із непроникними тріщинами. Тому 
доцільною видається уніфікація в межах лінійної задачі опису всіх трьох 
моделей проникних, непроникних і напівпроникних тріщин на основі 
моделі тонкого включення, адже непроникними для електричного чи 
магнітного полів є середовища, для яких діелектрична чи магнітна 
проникності є близькими до нуля. Натомість для проникних середовищ 
відповідні величини прямують до безмежності. Проміжними значеннями 
діелектричної та магнітної проникностей, очевидно, можна моделювати 
усі чи майже усі напівпроникні середовища. 

Дослідження включень у магнітоелектричному композиті стосуються 
лише поодинокі роботи. Еліптичні п’єзомагнітні включення розглянуто у 
монографії [152]. У роботі [186] досліджено включення Ешелбі у 
п’єзомагнітному матеріалі. У праці [187] вивчено взаємодію 
електромагнітних та механічних полів у середовищі, що містить 
сфероїдне включення. Можна також згадати про застосування розвинутих 
у роботі [188] експериментальних методів при дослідженні магнітних та 
електричних полів у матеріалах із нанонеоднорідностями. 

Термопружність анізотропних та піроелектричних тіл. 
Дослідження концентрації та інтенсивності полів напружень, а також 
електричних зміщень поблизу включень, отворів та тріщин в 
анізотропних термопружних і термоелектропружних матеріалах добре 
відображені у науковій літературі, зокрема, й з огляду на те, що явище 
піроефекту, тобто виникнення електричного поля у матеріалі при його 
нагріванні, має широке використання, наприклад, у сенсорах 
інфрачервоного випромінювання [189]. Також ці ефекти активно 
використовують при створенні сучасних смарт-матеріалів. Наявність у 
таких матеріалах структурних неоднорідностей зумовлює високу 
концентрацію напружень, температурних і електричних полів поблизу 
них. При цьому теплове розширення та/чи піроефект відіграють істотну 
роль. 

У працях Г.С. Кіта з учнями [190–194] вивчено задачі плоскої та 
просторової термопружності ізотропних тіл із тріщинами та 
включеннями. Тонкі прямолінійні включення в кусково-однорідних 
ізотропних термопружних тілах розглянуто у роботах Г.Т. Сулима та 
Й.З. Піскозуба [36, 195, 196]. У статті [197] досліджено періодичні 
системи еліптичних включень в анізотропному термопружному тілі. У 
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монографії В.Г. Карнаухова та В.В. Михайленка [198] розглянуто задачі 
нелінійної термомеханіки в’язкопружних п’єзоелектриків. У праці [199] 
досліджено вібророзігрівання в’язкопружних пластинок із п’єзошарами. 
У роботі [200] побудовано розв’язок для еліптичного отвору в 
п’єзоелектрику за дії однорідного теплового потоку. У праці [201] 
досліджено вплив однорідного теплового потоку на концентрацію 
напружень та електричних зміщень у пластині з еліптичним включенням 
та отвором. У статті В.С. Кирилюка [202] вивчено тривимірний 
термоелектропружний стан тіла з плоскою тріщиною за дії симетричного 
теплового потоку з її поверхонь. У роботах [203, 204] визначено 
коефіцієнти інтенсивності напружень поблизу періодичної системи 
тріщин у термоелектропружному та термомагнітоелектропружному 
матеріалах. У статтях С.О. Калоерова та К.Г. Хорошева [205, 206] 
отримано комплексні потенціали термоелектропружності типу 
Лехніцького та на основі методу рядів побудовано числові розв’язки 
низки задач для багатозв’язних пластинок із отворами та тріщинами. У 
подальших роботах С.О. Калоеров та його учні [207, 208] поширили ці 
результати на випадок термомагнітоелектропружних тіл. У працях [209, 
210] отримано функції Ґріна для піроелектриків та 
термомагнітоелектропружних матеріалів з отворами різної форми і 
прямолінійними тріщинами. У публікації [211] побудовано 
фундаментальні розв’язки для ортотропної піроелектричної площини та 
півплощини. Майже у всіх працях (окрім робіт за авторства 
С.О. Калоерова), що досліджують термоелектропружність безмежних тіл, 
використовується припущення, що однорідний тепловий потік не 
зумовлює напружень та електричних зміщень у суцільному 
бездефектному піроелектричному тілі, хоча належного обґрунтування 
такого твердження у роботах за оглянутий період не було подано. 

Перелічені роботи, в основному, використовують суто аналітичні чи 
аналітично-числові методи дослідження неоднорідних піроелектричних 
тіл, реалізація яких можлива лише при накладанні істотних обмежень на 
геометричні форми останніх. Позбутися цих обмежень дає можливість 
використання числових методів, зокрема, методу граничних елементів, 
який унаслідок своєї напіваналітичної природи поєднує високу точність з 
вимогою дискретизації лише межі області. 

При вивченні впливу теплового розширення на напружений стан тіл за 
допомогою методів інтегральних рівнянь (чи граничних елементів), у 
числовій схемі слід обчислювати додатковий об’ємний інтеграл (у 
двовимірних задачах поверхневий), що часто нівелює усі переваги 
методу. У випадку ізотропного тіла цей об’ємний інтеграл можна доволі 
легко перетворити до граничного (по поверхні, яка охоплює цей обʼєм). 
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Такий спосіб використано у роботах [212–215] при дослідженні 
термопружної рівноваги ізотропних тіл із тріщинами. Однак, у випадку 
анізотропних тіл зведення об’ємного інтегралу до поверхневого стає 
досить складним і технічно громіздким завданням. У роботі [216] для 
випадку неоднорідних ортотропних площин, півплощин та смуг задача 
термопружності зведена до інтегрального рівняння Вольтерра. Для 
розв’язування задачі у випадку області довільної геометрії було 
запропоновано низку підходів. Скажімо, у роботах [217, 218] розроблено 
частковий інтегральний підхід (particular integral approach), що передбачає 
розбиття зайнятої тілом області на комірки, у кожній з яких температура 
апроксимується поліномом. У працях [219, 220] запропоновано алгоритм 
перетворення об’ємного інтегралу до контурного. Цей підхід успішно 
використано при аналізі термонапруженого стану анізотропних тіл із 
тріщинами у роботі [221]. Однак, деякі з контурних інтегралів слід 
обчислювати у певним чином відображеній області, що ускладнює 
алгоритм МГЕ. W.T. Ang та D.L. Clements [222] розробили непрямий 
метод інтегральних рівнянь, що дає можливість досліджувати 
прямолінійні тріщини в анізотропному термопружному тілі, проте у 
кожному конкретному випадку обчислювальну схему слід 
підлаштовувати під геометрію задачі. Основні дослідження у напрямі 
вивчення термоелектропружних тіл здійснив Q.H. Qin [152, 223–225], 
який шляхом мінімізації певних потенціальних функцій отримав 
розрахункові схеми МГЕ для піроелектриків із теплоізольованими 
непроникними тріщинами. J. Sladek та ін. [226] розробили схему 
безсіткового методу Петрова – Гальоркіна для аналізу задач 
термоелектромагнітопружності тіл із тріщинами. 

Проте при застосуванні МГЕ до аналізу анізотропних термопружних і 
піроелектричних тіл до останнього часу не було розв’язано низки 
важливих проблемних питань. Зокрема, не було побудовано інтегральних 
рівнянь чи навіть обчислювальних схем методу граничних елементів, що 
дали би можливість досліджувати не тільки теплоізольовані тріщини, але 
й тріщини із заданою температурою їхніх берегів. Також при аналізі 
п’єзоелектричних тіл із тріщинами у більшості випадків слід зважати на 
електричну проникність середовища, що заповнює просвіт, оскільки для 
проникних і непроникних тріщин коефіцієнти інтенсивності напружень є 
різними [203]. Тобто, слід було будувати та використовувати певні моделі 
тонких включень. 

Математичне формулювання задач термопружності аналогічне до 
відповідного для задач вологопружності [227]. У зв’язку із дослідженням 
процесів сушіння виробів та заготовок, а також роботи елементів 
конструкцій за сумісної дії теплових факторів та вологості 
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навколишнього середовища, актуальним є вивчення задач 
термовологопружності [227–229]. Метод граничних елементів при аналізі 
вологоперенесення застосовано у роботі [230]. 

Періодичні задачі. Періодичні системи тріщин в ізотропному 
матеріалі розглянуто у значній кількості статей, основні результати яких 
відображено у монографіях [36, 84, 231]. Істотно менше робіт стосується 
періодичних систем тріщин в анізотропному середовищі. Серед них 
можна відзначити праці [232–234]. 
Періодичні системи тонких жорстких включень розглянуті у роботах [45, 
235]. Системи тонких пружних включень в ізотропному середовищі 
вивчено у працях [36, 236–238]. Періодичні задачі для глобулярних 
криволінійних включень в анізотропному тілі досліджені у монографії 
[239]. Тривимірна задача для періодичної системи включень розглянута 
за допомогою методу граничних елементів у праці [240]. 

Подвійно періодичні системи тонких неоднорідностей. Ефективні 
характеристики композитів. При дослідженні взаємодії тонких 
дефектів, як правило, зосереджуються на вивченні регулярно 
розташованих неоднорідностей, адже, як зазначено у роботах [241–244], 
такими можна вважати системи тріщин, що часто наявні у шаруватих 
кристалах, гірських породах та композитних матеріалах. Подвійно 
періодичні системи тріщин в ізотропному матеріалі розглянуто у 
монографіях М.П. Саврука, О.М. Лінькова, Г.Т. Сулима [36, 84, 231] та 
великій кількості статей, зокрема, [241–244]. Значно менше робіт 
стосується подвійно періодичних систем тріщин в анізотропному 
середовищі. Серед них можна відзначити праці [232–234, 245, 246]. 

Важливість дослідження подвійно та потрійно періодичних задач 
зумовлена також можливістю за допомогою їхнього розв’язку вирішити 
проблему визначення та оптимізації ефективних механічних властивостей 
композитного матеріалу з регулярною структурою [36, 231, 244]. При 
побудові відповідних моделей армованого волокнами чи платівками 
композиту зміцнювальні елементи найчастіше описують тонкими 
абсолютно жорсткими включеннями [45, 244, 247]. У монографії [36] та 
статті [248] для задач антиплоскої деформації ці результати узагальнено 
на випадок систем тонких пружних включень. У книзі [239] методами 
рядів із поліномами Фабера розглянуто подвійно періодичні задачі для 
анізотропних пластинок із криволінійними глобулярними включеннями. 
У роботі [249] досліджено ефективні властивості композиту з 
анізотропною матрицею, що армована системою тонких гнучких 
включень. У праці [250] запропоновано узагальнену схему методу Морі –
 Танаки для вивчення ефективних характеристик магнітоелектропружних 
композитів із глобулярними вкладеними одне в одного включеннями. 
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При дослідженні ефективних характеристик середовищ із 
регулярними системами неоднорідностей за допомогою методів 
інтегральних рівнянь (чи граничних елементів) склалися три основні 
підходи. Перший, використаний Y. Liu [251], X. Zhu зі співавторами [185] 
та ін., розглядає середовище з багатьма включеннями (волокнами) без 
огляду на періодичну структуру. Мабуть вперше при вивченні 
динамічних пружних властивостей середовища із тонкими жорсткими 
включеннями такий підхід застосовано В.В. Михаськівим зі співавторами 
[252]. Численні дослідження, що стосуються моделювання та 
прогнозування ефективних характеристик п’єзоелектричних та 
п’єзомагнітних композитів здійснено Л.П. Хорошуном, М.О. Шульгою, 
Б.П. Масловим та їхніми учнями [253–259]. 

У другому підході розглядається лише один представницький елемент 
об’єму (representative volume element) композитного матеріалу з 
регулярною будовою. Зокрема, такий спосіб вивчення ефективних сталих 
композиту впроваджено в МГЕ у працях Y.J. Liu та X.L. Chen [260], 
C.Y. Dong та K.Y. Lee [244], C.Y. Dong [261] та ін. 

Третій підхід використовує спеціальні крайові інтегральні рівняння 
подвійно періодичних задач. Застосовуючи цей підхід A.M. Lin’kov та 
V.F. Koshelev [262] і О.М. Ліньков [231] розробили комплексний МГЕ для 
вивчення подвійно періодичних систем тріщин, отворів та глобулярних 
включень в ізотропному пружному середовищі. Унаслідок своєї 
напіваналітичної природи цей підхід дає можливість не тільки 
обчислювати коефіцієнти інтенсивності напружень регулярних систем 
тріщин чи концентрацію напружень на отворах і включеннях, а також 
визначати ефективні характеристики композитних матеріалів без 
додаткового розгляду межі представницького елемента об’єму та 
відповідних періодичних крайових умов на ній. Тому за числового 
моделювання розглядається лише поверхня тріщини чи отвору, що 
істотно зменшує розмір результуючої системи лінійних алгебричних 
рівнянь. 

Останній підхід широко використовується для високоточного 
кількісного аналізу подвійно періодичних систем тріщин та тонких 
включень. Зокрема, G.S. Wang [243] запропонував ефективний алгоритм 
вивчення взаємодії подвійно періодичних систем та підсистем тріщин в 
ізотропному пружному середовищі. J. Xiao та C. Jiang [246] вивчили 
антиплоску деформацію ортотропного середовища з подвійно 
періодичними системами тріщин різного розміру. Y.Z. Chen, N. Hasebe та 
K.Y. Lee [263] дослідили задачі взаємодії систем тріщин, зокрема, й 
періодичних, у пружних середовищах. J.H. Xiao, Y.L. Xu та C.P. Jiang 
[264] отримали замкнуті розв’язки для коефіцієнтів інтенсивності 
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напружень та електричної індукції, а також ефективні характеристики 
п’єзоелектричних матеріалів із подвійно періодичними системами 
електропровідних жорстких лінійних включень, що перебувають в умовах 
антиплоскої деформації. P. Malits [247] вивчив взаємодію подвійно 
періодичних систем жорстких лінійних включень в ізотропному 
середовищі. 

З огляду на розвиток нанотехнологій у виготовленні 
магнітоелектричних композитів дослідження п’єзоелектричних та 
магнітоелектропружних матеріалів із подвійно періодичними системами 
тонких включень чи тріщин є надзвичайно затребуваним, проте й значно 
складнішим завданням. 

Поєднані, гіллясті та ламані включення. Аналіз пружних ламаних 
чи перехрещених включень, в основному, стосується задач антиплоскої 
деформації. Зокрема у роботах [265, 266] розглянуто системи довільно 
орієнтованих злучених стрічкових пружних включень. У працях [267–
269] здійснено аналіз антиплоскої деформації середовища, що містить 
систему зв’язаних тонких жорстких включень, зокрема, у формі фасонних 
профілів кутника, тавра, двотавра тощо. 

У межах плоскої задачі теорії пружності розроблено методи опису 
тріщин ламаного профілю [81, 82, 84], а також перехрещених абсолютно 
жорстких включень [270, 271]. Гнучке пружне хрестоподібне включення 
розглянуте у роботі [272]. Питання ж аналізу гіллястих (розгалужених) 
тонких включень довільної жорсткості та геометрії до 2010 року 
залишалося цілком не дослідженим. 

Відшаровані включення та накладки. Частково відшаровані 
глобулярні еліптичні включення розглянуто у роботі [273]. Відшарування 
коротких волокон у композиті вивчено у праці [274]. Тривимірне поле 
напружень поблизу частково відшарованого жорсткого циліндричного 
волокна досліджено у статті [275]. Стосовно тонких включень, то в 
основному, досліджувалися тільки тонкі абсолютно жорсткі включення, 
однобічно відшаровані уздовж всієї довжини повністю чи за гладкого 
контакту з оточуючим матеріалом [40, 69, 276], а також з урахуванням 
тертя [69, 277, 278]. Взаємодію міжфазної тріщини та жорсткого 
однобічно відшарованого включення вивчено у роботі [279]. У працях 
В.Г. Попова та О.П. Мойсеєнка [68, 280] досліджено нестаціонарну 
задачу для тонкого жорсткого відшарованого включення за умов плоскої 
та антиплоскої деформацій. Розгляду пружних включень стосуються 
лише поодинокі роботи, наприклад, тонке однобічно повністю 
відшароване гнучке включення розглядається у праці [281]. Тонкі 
відшаровані включення в п’єзоелектричному матеріалі залишилися 
практично поза увагою дослідників. 
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Дослідження задач для підкріплених розвантажувальних отворів 
пластинчатих елементів конструкцій стосуються численні праці 
А.О. Сяського з учнями, зокрема й [282–284], що розвивають результати 
ґрунтовних досліджень з цієї тематики, здійснювані ще у 1950–70-х рр. 
Г.М. Савіним, М.П. Шереметьєвим, Н.П. Флейшманом, 
В.В. Божидарніком та іншими вченими [285–290]. У монографії [239] 
методами рядів розраховано концентрацію напружень в анізотропних 
пластинках із подвійно періодичними системами пружних кілець. У 
роботі [291] побудовано алгоритм визначення термонапруженого стану 
анізотропних пластинок із пружними кільцями. У праці [292] розглянуто 
розсіювання електромагнітних хвиль тонким діелектричним покривом на 
циліндрі. У роботі I. Benedetti та ін. [293] побудовано швидкий МГЕ для 
аналізу пошкоджених конструкцій із наклеєними тонкими 
п’єзоелектричними сенсорами, що моделюються методом скінченних 
елементів.  

Руйнування тіл із тонкими включеннями. Однією з основних 
проблем у дослідженні граничної рівноваги тіл із тонкими 
неоднорідностями є три можливі сценарії руйнування, пов’язані з місцем 
його зародження [36]: 1) у тілі поблизу вершини дефекту; 2) на спільній 
межі з основним матеріалом; 3) усередині включення. Не виключено, що 
процес руйнування може виникати також і на невеликій відстані від 
включення, або охоплювати реалізацію одночасно декількох сценаріїв. 

У літературі найбільше уваги приділено вивченню руйнування, що 
зароджується в тілі поблизу вершини дефекту. Тут слід відзначити роботи 
Л.Т. Бережницького, Р.С. Громяка, В.В. Панасюка та І.І. Труша [294, 295], 
в яких руйнування поблизу жорстких гострокінцевих включень пов’язане 
з радіальною складовою тензора напружень в околі вістря дефекту; 
E.E. Gdoutos [74, 296], де започатковано і розвинуто ідею застосування 
при вивченні граничного стану тіл із жорсткими тонкими чи 
гострокінцевими включеннями критерію стаціонарності густини енергії 
деформації G.C. Sih [297]; С.Ю. Попіни та Г.Т. Сулима [298], в якій у 
критеріальному співвідношенні для тонких пружних включень враховано 
як кільцеву, так і радіальну складові тензора напружень; М.М. Кундрата 
[299], де комплексно розглядаються механізми руйнування, спричинені 
відшаруванням та розривом включення тощо. Експериментального 
дослідження тонких жорстких включень, а також теоретичного вивчення 
включень у попередньо напружених матеріалах стосуються праці 
F. Dal Corso, D. Bigoni, M. Gei [300, 301], де руйнування пов’язано з 
радіальною складовою тензора напружень. У роботах М.М. Стадника та 
О.Є. Андрейківа [302] і В.П. Силованюка та Р.Я. Юхима [95, 303] 
опрацьовано теорію руйнування тонких податних включень на основі 
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вінклерової моделі. Достатньо повний огляд досліджень, що стосуються 
руйнування тіл із тонкими чи гострокінцевими жорсткими і пружними 
включеннями, можна знайти у монографії [36] та працях [298, 299]. 

Висновок. Дослідження проблематики взаємодії фізико-механічних 
полів у анізотропних структурно-неоднорідних тілах має широкі 
можливості для практичного застосування у конструюванні інноваційних 
продуктів і технології їхнього виготовлення, а також великі перспективи 
отримання важливих теоретичних результатів у механіці деформівного 
твердого тіла. 

Певним важливим кроком в опрацюванні цієї тематики і вирішення 
багатьох проблем, зокрема, побудови математичної теорії третинного 
піроелектричного ефекту, загальних принципів побудови 
фундаментальних розв’язків та суто крайових інтегральних рівнянь 
термомагнітоелектропружності, методів отримання моделей та аналізу тіл 
із тонкими накладками та неоднорідностями довільної гладкої чи ламаної 
(у т.ч. гіллястої) форми, визначення ефективних фізико-механічних 
характеристик магнітоелектричних композитів тощо, які не вдавалося 
вирішити до 2010 року є граничноелементний метод функцій стрибка, 
опрацьований у публікаціях [305–323]. Аналіз результатів, отриманих за 
допомогою цього методу вимагає окремого викладу. 
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Pasternak Ia.M., Sulym H.T., Pasternak R.M. 
STUDIES ON STRESS STATE OF SOLIDS MADE OF FUNCTIONAL STRUCTURALLY 
INHOMOGENEOUS MATERIALS: A REVIEW OF PUBLICATIONS T ILL 2010 

 
The paper presents a review on the recent advances in the theoretical and experimental studies 

of functional (smart) materials and structures. Particular attention is paid to piezoelectric and 
magnetoelectroelastic materials, which internally couple mechanical, electric and magnetic fields 
and can operate as sensors or actuators. Modern smart magnetoelectroelastic materials consisting 
of piezoelectric and piezomagnetic phases are widely used due to the effect of electromagnetic 
coupling, which is hundred or even thousand times larger than that of a single crystal 
magnetoelectroelastic materials. The highest electromagnetic coupling due to the regular 
arrangement of phases is possessed by ferrite-piezoelectric nanostructures, in particular self-
assembled nanocomposite thin films. Ferroelectric materials are widely used in modern 
technologies, especially precise devices, due to the highest values of electro-mechanical coupling 
among other piezoelectric materials. In turn, all ferroelectric materials are pyroelectric ones, thus, 
polarize when heated or cooled. The presence of different defects (e.g. cracks or inclusions) can 
additionally cause high stress and electric displacement intensity under the applied thermal load, 
especially, when the pyroelectric material is not homogeneous, or consists of homogeneous parts 
bonded together. The paper presents a comprehensive review on the methods, especially numeric 
and analytic ones, used to study the influence of different fields on stress concentration at defects 
and fibers. The questions on fracture of defective solids with thin inclusions are also examined. 

Keywords: thermomagnetoelectroelasticity, crack, thin inclusion, anisotropic, composite, 
smart material 
 
 
Пастернак Я.М., Сулим Г.Т., Пастернак Р.М. 
ИЗУЧЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕЛ ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
СТРУКТУРНО НЕОДНОРОДНЫХ МАТЕРИАЛОВ: ОБЗОР ПУБЛИКАЦИ ДО 2010 Г. 

В работе произведен обзор современных научных исследований по изучению 
взаимодействия физико-механических полей в деформируемых твердых телах с тонкими 
неоднородностями, отверстиями, трещинами и другими дефектами. 

Ключевые слова: термомагнитоэлектроупругость, трещина, тонкое включение, 
анизотропный, композит, интеллектуальный материал 
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На основі варіаційного принципу можливих переміщень  розроблено круговий СЕ зі 
змінною площею поперечного перерізу у напрямку твірної, який за рахунок чисельного 
інтегрування враховує змінність фізико-механічних і геометричних параметрів у 
поперечному перерізі. У процесі розв’язання тестових задач була підтверджена 
правильність результатів, які дозволяє отримувати розроблений варіант СЕ. 

Ключові слова: просторова задача, напіваналітичний метод скінчених елементів,  
матриця жорсткості, чисельне інтегрування. 

 
Вступ.  Значна кількість об’єктів мають складну геометричну форму, і 

крім того, характеризуються змінністю фізико-механічних параметрів 
вздовж просторових координат (наприклад внаслідок їхнього відхилення 
від номінальних значень або наявності вирізів, порожнин або зон 
руйнування). Використання в цьому випадку в дискретних моделях МСЕ 
скінченних елементів (СЕ) із сталими фізико-механічними параметрами, 
які дорівнюють відповідним значенням в центрі поперечного перерізу СЕ, 
може спричиняти значне спотворення результатів. У такому разі 
необхідно надмірно згущувати СЕ сітку або застосовувати інші підходи, 
наприклад, такі як чисельне інтегрування або інтегрування у замкнену 
вигляді, що дозволяють враховувати змінність фізико-механічних 
параметрів. Проте при інтегруванні у замкненому вигляді значно 
ускладнюються розрахункові співвідношення, тому більш зручним є 
використання чисельного інтегрування. 
В даній роботі описується варіант скінченного елементу, матриця 

жорсткості і вузлові реакції якого визначаються на основі чисельного 
інтегрування в області поперечного перерізу.  

Скінченний елемент з чисельним інтегруванням в поперечному 
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перерізі. Опис процесу деформування просторових тіл здійснюється у 
відповідності до варіаційного принципу можливих переміщень. Рівняння 
рівноваги системи N СЕ, що апроксимують досліджуваний об’єкт, має 
вигляд: 

( ) 0
1

=−∑
=

N

n
nn AW δδ . 

Варіація енергії деформації одного СЕ може бути записана у вигляді: 
1 2

3

31 2

1 1
12 2

1 2 3

1 1 1
2 2

x x x
i j

i j

xx x

W g d x d x d x

= = =
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δ = σ δ ε∫ ∫ ∫
o%% .          (1.1) 

Представимо фізичні деформації через ненормовані коефіцієнти 
розкладу деформацій в ряд Маклорена з урахуванням змінності 
компонент метричного тензора в поперечному перетині СЕ  

1
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                            (1.2) 

Тоді формулу (1.1) із використанням нефізичних компонентів 
напружень та деформацій представимо  в матричному вигляді 

{ } { }
1 2

3

31 2

1 1
12 2

1 2 3

1 1 1
2 2

x x x
T

xx x

W g dx dx dx

= = =

=−=− =−
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o ,                   (1.3) 

де 

{ } { }11 12 22 23 13 33 2   2  2  
Tξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ , 

{ } { }11 12 22 23 13 33     σ = σ σ σ σ σ σ . 
Співвідношення (1.2), що описують залежність між ненормованими 

компонентами деформацій – складовими коефіцієнтів розкладення 
фізичних деформацій у ряд Маклорена і коефіцієнтами розкладення 
переміщень за поліномами, у матричній формі мають наступний вигляд: 
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° °  = + − +  

  

o o o

; 

( ) 3 3'
33,12 ,3 1 ,3 5

1 1
2 4

B z S z h′= −
o o

; 

( ) 3 3'
33,22 ,3 2 ,3 6

1 1
2 4

B z S z h′= −
o o

. 
Підставляючи (1.4) в (1.3), запишемо варіацію енергії деформації 
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елемента через переміщення { }u  та вузлові реакції { }rσ : 

{ } { }
0

L T

l l
l

W u rσ
=

δ = δ∑ ,                                      (1.5) 

де 

{ } { } { }
1 2

3 3

3 31 2

1 1
1 12 2

( )( ) 3 3 1 2
1 2 ,3

1 1 1 1
2 2

[ ] [ ]

x x x x
lT l T

l
x xx x

r B dx B dx gdx dx

= = = =

σ
=− =−=− =−

 
= σ ϕ + σ ϕ 

  
∫ ∫ ∫ ∫ . (1.6) 

Виконуючи чисельне інтегрування, отримаємо формулу для 
обчислення вузлових реакцій скінченного елемента загального вигляду із 
змінними в перерізі 3x const=  механічними та геометричними 

параметрами: 

{ } [ ] { } [ ] { }( )
1 2

1 1 2 2
1 1 ( , )

,
i j

I J T T
i jl l

i j x x

r B B gH Hσ
= =

 = σ + σ  
∑ ∑           (1.7) 

де { } { }( )
3

( )
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1 ( )m

M
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ml
m x

H
=

σ = σ ϕ∑ ,{ } { }( )
3

( )
2 ,3

1 ( )

,
m

M
l

ml
m x

H
=

σ = σ ϕ∑
 

I, J, М - кількість 

точок інтегрування по 1 2 3,   ,i j mx x x ,відповідно, iH , jH , mH  - вагові 

функції, 1 2 3,   ,i j mx x x  - координати точок інтегрування. 

Для виведення матриці жорсткості скінченного елемента представимо 
зв’язок між напружень і деформацій у вигляді: 

{ } [ ]{ }Dσ = ξ .                                             (1.8) 

де 

[ ]





















=   

3333332233123311

2233222222122211

1233122212121211

1133112211121111

DDDD

DDDD

DDDD

DDDD

D . 

Елементи матриці [ ]D  визначаються згідно формул (2.7). 
Варіація енергії деформації можна записати як: 

{ } [ ]{ }
1 2

3

31 2

1 1
12 2

1 2 3

1 1 1
2 2

x x x

xx x

W D gdx dx dx

= = =
Τ

=−=− =−

δ = δ ξ ξ∫ ∫ ∫ .             (1.9) 



86                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 

 

 

{ } [ ]
1 2

3

31 2

1 1
12 2

( )( )
1 2 ,3

1 1 01
2 2

[ ] [ ]

x x x L
T lT l T
l

lxx x

W u B B D

= = =

==−=− =−

 δ = δ ϕ + ϕ ×  
∑∫ ∫ ∫

o o

 { } ( )( ) 1 2 3
1 2 ,3

0

[ ] [ ] .
L

nn
n

n

u B B gdx dx dx
=

 × ϕ + ϕ  
∑

o o

                  (1.10) 

Інтегруючи в (1.10) по 3x  і позначимо: 
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Подаючи деформації через коефіцієнти розкладу переміщень, 
отримаємо: 

{ } [ ] { }n
0

L

l nl
l

W u k u
Τ

=
δ = δ∑ ,                                (1.11) 

де [ ] nl
k  – матриця жорсткості: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ](
1 2

1 2

1 1
2 2

n n
1 1 1 2 1 2n

1 1
2 2

x x

l l
l

x x

k B D B G B D B G

= =
Τ Τ

=− =−

= + +∫ ∫

 [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] )n n 1 2
1 2 3 2 2 4

l lB D B G B D B G gdx dxΤ Τ+ + .            (1.12) 

Після інтегрування по 1x  і 2x , отримаємо формулу для обчислення 

коефіцієнтів матриці жорсткості кругового СЕ із змінними в перерізі 
3x const=  геометричними та фізичними параметрами: 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ]( n n
1 1 1 2 1 2n

1 1

I J
l l

l
i j

k B D B G B D B GΤ Τ

= =
= + +∑ ∑

 [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] )) 1 2
n n

1 2 3 2 2 4 ( , )
.

i j

l l
i j x x

B D B G B D B G gH HΤ Τ+ +          (1.13) 

Як відомо з попередніх публікацій, чисельне інтегрування є 
ефективним для тонкостінних об’єктів, у яких відношення товщини 
стінки до середнього радіуса в межах t/r=1/8…1/10, але викликає інтерес 
ефективність застосування чисельного інтегрування до тіл, відношення у 
яких виходить за приведені вище межі. Тому для визначення кола задач, у 
яких доцільно використовувати чисельне інтегрування, були розглянуті 
наступні тестові приклади.  
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1. Розрахунок нескінченної труби навантаженої внутрішнім тиском 
(рис. 1). Середній радіус R0=2.2см, середньою товщиною стінок t0=2.4см. 
Розглянуто три варіанти зміни модуля пружності по товщині стінки: а) 
постійний модуль пружності; б) модуль пружності зменшується з 
радіусом на 1%; в) модуль пружності радіусом ся по висоті у два рази; 
коефіцієнт Пуассона 0.3ν = . Еталонний розв’язок може бути отриманий 
на основі відомих аналітичних співвідношень [5]. 

Використані для дослідження збіжності дискретні моделі налічували 
4, 6 і 12 СЕ, при цьому характер збіжності результатів для всіх випадків є 
однаковим. Отримані основі НМСЕ результати наведені у вигляді 
графіків співставлення величин радіальні напружень по радіусу для трьох 
названих випадків зміни модуля пружності на рис. 2. 

 
а                                                                  б 

Рис.1. Труба зі змінним модулем пружності по товщині стінки:  розрахункова схема (а) 
і дискретна модель НМСЕ (б). 

 

 
Рис.2. Аналіз збіжності НМСЕ при зміні модуля пружності по радіусу на 1% 

 
2. Розрахунок нескінченного циліндра, навантаженого внутрішнім 

тиском із середнім радіус R0=10см, середня товщина стінок t0=2 см. 
Модуль пружності Е=1; коефіцієнт Пуассона 0.3ν =  
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Рис.3. Графік розподілення радіальних напружень в циліндрі  
при R0=10см, середня товщина стінок t0=2 см 

 
Таким чином, як можна побачити з графіків, у першому випадку 

спостерігається значна нелінійність у розподіленні напружень по радіусу. 
Тому збіжність розв’язку при використанні СЕ із чисельним 
чнтегруванням буде мати такий саме характер, як і при використанні СЕ 
із сталими фізико-механічними характеристиками, тобто чисельне 
інтегрування буде неефективним. У другому випадку, незважаючи на те, 
що відношення середньої товщини стінки до середнього радіусу 
становить 1/5 розподілення напружень дуже близьке до лінійного, тобто 
чисельне інтегрування у перерізі СЕ є доцільним і ефективним. 

Таким чином, використанням чисельного інтегрування може бути 
ефективним не тільки у випадках, які лежать в теоретично встановлених 
межах співвіношення товщини і середнього радиусу, а і при 
співвідношенні порядку 1/5. Отримані результати збігаються із 
отриманими в роботі [6] для оболонкових конструкцій і пластин. 
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Guliar O., Piskunov S., Shkril’ А., Romantsova K.  
STIFFNESS MATRIX AND THE VECTOR OF NODAL REACTIONS OF CIRCULAR 
FINITE ELEMENT WITH NUMERICAL INTEGRATION 

On the basis of virtual work variations a new finite element with a variable crosssectional area 
along a generation, which due to numerical integration takes into account the variability of  
mechanical and geometrical parameters in cross-section  was developed. In the process of test 
problem solving the correctness of the results, which allows to get this version of FE, was 
confirmed. 

Keywords: spatial problem, semianalitic finite element method, stiffness matrix,  vector of 
nodal reactions, numerical integration. 
 
 
Гуляр А.И., Пискунов С. О., Шкрыль О.О., Романцова К. С.  
МАТРИЦА ЖЕСТКОСТИ И ВЕКТОР УЗЛОВЫХ РЕАКЦИЙ КРУГОВОГО 
КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА С ЧИСЛЕННЫМ ИНТЕГРИРОВАНИЕМ  

На основании вариационного принципа возможных перемещений разработан конечный 
элемент с переменной площадью в направлении образующей, который за счет численного 
интегрирования учитывает изменение физико-механических и геометрических параметров в 
поперечном сечении.  В процессе решения тестовых задач была подтверждена правильность 
результатов, которые позволяет получать разработанный вариант КЭ. 

Ключевые слова: пространственная задача, полуаналитический метод конечных 
элементов, матрица жесткости, вектор узловых реакций, численное интегрирование. 
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У даній роботі запропоновано для розв’язання диференціальних рівнянь задач 
теплопровідності використовувати метод скінченних різниць по часовій координаті та метод 
дискретної ортогоналізації С.Г. Годунова для кожного часового шару по просторовій 
координаті. 

Ключові слова: нестаціонарна теплопровідність, метод скінченних різниць, метод С.Г. 
Годунова, неявний алгоритм, точність, стійкість. 
 

При розрахунках напружено-деформованого стану (НДС) несучих 
конструкцій під дією температурних впливів в рамках теорії 
термопружності передбачається дослідження проводити в два етапи. На 
першому розв’язується задача теплопровідності, а на другому по 
знайденому температурному полю знаходяться характеристики НДС. 
Таким чином розв’язання задач теплопровідності є суттєвим елементом 
дослідження напружено-деформованого стану несучого об’єкта. 

Задача теплопровідності для деформівного твердого тіла є однією з 
основних задач математичної фізики і тому для її розв’язання розроблено 
багато аналітичних та наближених методів. Тим не менш в наш час 
продовжується розробка методів розв’язання цих задач, правда, перевага 
віддається чисельним методам та алгоритмам. Для розв’язання 
стаціонарних задач теплопровідності, диференціальні рівняння яких 
визначені в просторовій області, використовують різні чисельні методи, 
що зводять (редукують) вихідні рівняння до систем рівнянь меншої 
вимірності по просторовим координатам, а то й до алгебраїчних рівнянь. 
Один з досить поширених методів зниження вимірності вихідних рівнянь 
є так званий метод прямих. Головна ідея цього метода полягає в зведенні 
багатовимірної по просторових координатах задачі до одновимірної. У 
наш час цей метод набуває особливого значення, оскільки розроблено 
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високоефективний стійкий метод розв’язання одновимірних граничних 
задач – метод дискретної ортогоналізації С.К. Годунова [2]. 

Правда, при знаходженні температурних полів частіше необхідно 
враховувати нестаціонарний характер(залежність від часу цих полів). Для 
дослідження нестаціонарної задачі теплопровідності ставиться початково-
гранична задача. Для розв’язання початково-граничних задач розроблено 
чисельні алгоритми, за допомогою яких шукаються наближені розв’язки 
цих задач [1]. Як відомо, ці алгоритми використовують метод скінченних 
різниць для апроксимації частинних похідних по часовій координаті та 
метод скінченних різниць або метод скінченних елементів по 
просторових координатах. Ці алгоритми поділяються на явні та неявні. 
Явні алгоритми значно простіші, але є умовно стійкими і в зв’язку з цим 
вимагають використання занадто малих кроків по часовій координаті. 
Неявні алгоритми, як правило, стійкі, але на кожному кроці за часом 
вимагають розв’язування рівнянь по просторових координатах. Тут 
використовуються деякі чисельні алгоритми, які розроблені для 
розв’язання граничних задач по одній просторовій змінній (частіше це 
різні методи прогонки). 

Використання згаданих алгоритмів ускладнюється, якщо 
розв’язувальні рівняння мають коефіцієнти, що залежать від просторових 
координат. Застосування в цих випадках метода скінченних різниць по 
просторових координатах вимагає різницевого наближення мішаних 
похідних та врахування законтурних точок, що значно ускладнює 
алгоритм та знижує точність. 

Уже відомо [2], що для розв’язання одновимірних граничних задач, які 
описуються системами звичайних диференціальних рівнянь навіть із 
змінними коефіцієнтами найкращим (з точки зору алгоритмічності та 
точності) є метод дискретної ортогоналізації С.Г. Годунова. У зв’язку з 
цим виникає необхідність застосування позитивних рис метода 
дискретної ортогоналізації для побудови ефективного алгоритму 
розв’язання початково-граничних задач нестаціонарної теплопровідності, 
що одновимірні по просторових координатах. При цьому передбачається 
застосування по часовій координаті метода скінченних різниць, як 
звичайно. При цьому бажано зберегти неявний характер алгоритму. 

Побудову алгоритму розглянемо на прикладі початково-граничної 
задачі для одновимірних по просторових координатах рівнянь 
теплопровідності 

2

2

0

( , ), ( , ) : ( , ) [0, ] [0, )

0 ( ,0) ( ).

T
T T

c Q x y T x t x t l
t x

при t T x T x

ρ λ∂ ∂= + ∈ × ∞
∂ ∂

= =      

(1) 
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В якості граничних умов беремо умови конвективного теплообміну як 
універсальні природні граничні умови 

0 0 00 ( (0, ) ( )),x x Tпри x q q T t T tα= − = −                     (2) 

( ( , ) ( )).l l l
x x Tпри x l q q T l t T tα= − = −                       (3) 

Ці умови охоплюють умови першого роду – для цього необхідно 
,Tα → ∞  та умови другого роду – тут необхідно задати 0.Tα =  

Тут позначено: ( , )T x t  - температурна функція, Tλ  - коефіцієнт 

теплопровідності, ρ  - густина, c  - питома теплоємність, ( , )Q x t  - 

розподілені теплові джерела, 0, l
T Tα α  - коефіцієнти тепловіддачі при 0x =  

та x l=  відповідно, 0( ), ( )lT t T t  - температура оточуючого середовища 

при 0x =  та x l=  відповідно. 

 

Рис. 1. Часові шари неперервних функцій 
 
Вихідні рівняння по просторовій координаті запишемо у формі Коші, 

як це необхідно при використанні метода С.К. Годунова. Тобто, введемо 
нову функцію-компоненту xq  теплового потоку, щоб рівняння були 

записані як система диференціальних рівнянь по просторовій координаті 
першого порядку 

1
,

( , ).

x
T

x

T
q

x

q T
c Q x t

x t

λ

ρ

∂ = − ∂


∂ ∂ = +
 ∂ ∂

                                 (4) 
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Область визначення задачі по змінній t  розіб’ємо на часові шари і 
будемо розрахункові функції розглядати неперервними по x  та 
дискретними по ,t  що підкреслюється рис. 1. 

По часовій координаті похідну наблизимо часткою скінченних різниць 
першого порядку точності (різниці «назад»). При цьому рівняння 
розглядаємо на шарі 1k +   

1
, 1

, 1 1
1

1
,k

x k
T

x k k k
k

dT
q

dx

dq T T
c Q

dx t

λ

ρ

+
+

+ +
+

 = −



− = − + ∆

                      (5) 

або в матричній формі, що зручно при застосуванні метода С.К. Годунова 

1 1

, 1 , 1 1

1
0 0

.

0

k kT

x k x k k k

T Td
cq qdx T Qc
t

t

λ
ρ

ρ
+ +

+ + +

 −         = +     +      − ∆  ∆          

   (6) 

Тут остання матриця-стовпчик розглядається в якості правої частини, 
оскільки kT  - значення температурної функції на попередньому шарі, які 

вважаються відомими, 1kQ +  розглядається на шарі 1k + , але це задана 

функція. 
Розрахунок починається з другого шару ( 1 2k + = ), оскільки на 

першому шарі ( 1k = ) значення функції T  відомі з початкових умов. За 
методом дискретної ортогоналізації з використанням граничних умов 
(2),(3) розв’язується система звичайних диференціальних рівнянь (6), в 
результаті чого знаходяться значення розв’язувальних функцій на шарі 

1 2k + = . Ці значення використовуються для знаходження значення 
розв’язувальних функцій на шарі 1 3k + =  і так далі. Розрахунок 
продовжується, поки температурна функція не виходить на стаціонарний 
режим. 

У якості прикладу розглянуто задачу теплопровідності з такими 
вихідними даними 

10 10
02.5, 1, 6, 1, 10 , 10T lc lρ λ α α= = = = = =  

при раптовому підвищенні на 20̊ с температури зовнішнього середовища 
при 0x =  та x l= . На рис. 2 показано зміну температурної функції в часі 
для точки в першій чверті l .  
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Рис. 2. Зміна температури в часі 

 
При тестуванні алгоритму, що пропонується, помічене специфічне 

явище. Для дуже малих значень t∆  та досить великих значень t∆  
алгоритм втрачає стійкість. Проміжні значення t∆  забезпечують стійкість 
та достатню точність дослідження нестаціонарного процесу. 
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Chybiryakov V.K., Stankevich A.M., Melnychuk V.F. 
ABOUT ONE ALGORITHM OF SOLVING AN INITIAL-BOUNDARY PROBLEM FOR 
THE EQUATION OF NONSTATIONARY HEAT CONDUCTION 

In this paper we propose to solve differential equations of heat conduction problems using 
finite difference method in time coordinates and the method of discrete orthogonalization S.G. 
Godunov for each time layer to the spatial coordinate.  

Keywords: unsteady heat conduction, finite difference method, method SG Godunov implicit 
algorithm accuracy and stability. 
 
 
Чибиряков В.К., Станкевич А.Н., Мельничук В.Ф. 
ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
УРАВНЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

В данной работе предложено для решения дифференциальных уравнений задач 
теплопроводности использовать метод конечных разностей по временной координате и 
метод дискретной ортогонализации С. Годунова для каждого временного слоя по 
пространственной координате. 

Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, метод конечных разностей, метод 
С. Годунова, неявный алгоритм, точность, устойчивость. 
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Робота присвячена проблемі розробки єдиної методології на основі ефективного 
чисельного аналізу задач стійкості та власних коливань широкого класу неоднорідних 
оболонок, як тонких, так і середньої товщини. У задачах про власні коливання враховується 
наявність попереднього напруження конструкції від дії статичних навантажень, що істотно 
впливає на спектр власних коливань і дає можливість визначати точки біфуркації та 
значення критичної сили при втраті стійкості за динамічним критерієм. 

Ключові слова: тонка пружна оболонка, геометрично нелінійне деформування, 
стійкість, власні коливання, універсальний просторовий скінченний елемент. 
 

Вступ. Тонкостінні пружні оболонки широко застосовуються у 
будівництві, авіабудуванні та у інших галузях техніки і відносяться до 
особливо відповідальних несучих конструкцій. Розповсюджене 
використання оболонок, як одного з головних конструктивних елементів, 
пов’язано з їхньою високою несучою спроможністю, легкістю та 
міцністю. Оболонкові конструкції можуть поєднувати у собі різноманітні 
конструктивні неоднорідності: ребра та накладки, підкріплені та 
непідкріплені отвори, виїмки, канали, місцеві потовщення, зломи 
серединної поверхні, багатошарову структуру матеріалу й інші 
особливості. 

Недоліком тонкостінних оболонкових конструкцій є можливість 
втрати ними стійкості. Тому дослідження нелінійного деформування та 
стійкості оболонки є важливою задачею. При цьому визначення частот і 
форм власних коливань оболонки дає змогу прослідкувати процес 
деформування конструкції при різних рівнях навантаження. 

До теперішнього часу є безліч публікацій, присвячених розрахунку 
гнучких оболонкових систем. За останнє десятиріччя кількість робіт за 
тематикою значно зросла [1-12]. Серед них велика увага приділяється 
вивченню пружних оболонок ступінчасто-змінної товщини [1,2,4,9,10,12]. 
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Дослідженню власних коливань оболонок з урахуванням 
переднапруженого стану присвячені поодинокі роботи [11,12]. У зв'язку з 
цим питання, що пов'язані з розробкою моделей нелінійного 
деформування тонких пружних оболонок неоднорідної структури, та 
проведення на їхній основі комплексного дослідження стійкості та 
власних коливань оболонок представляються актуальними і важливими. 

Постановка задачі. Розрахунки оболонок як систем з ускладненою 
структурою викликають не тільки обчислювальні, але й принципові 
методичні труднощі. Їхнє вирішення приводить до необхідності 
створення нових універсальних розрахункових моделей і розробки нових 
уточнених методів дослідження оболонок [1-3,5,7-9], які мають ширше 
коло використання, ніж традиційні методи розрахунку окремих класів 
оболонок. Найуспішніше ця проблема може бути розв'язана методом 
скінчених елементів (МСЕ) на основі розробки та застосування для 
неоднорідних оболонок універсальних просторових скінчених елементів 
(СЕ). Метою роботи є: 

• розробка комплексного підходу до розв'язування статичних задач 
геометрично нелінійного деформування та втрати стійкості широкого 
класу пружних неоднорідних оболонок складної форми та структури у 
поєднанні з методикою розрахунку неоднорідних оболонок на власні 
коливання з урахуванням переднапруженого стану на кожному кроці 
термосилового навантаження; 

• застосування розробленого методу до розрахунку тонкої оболонки 
на стійкість з визначенням форм і частот власних коливань. 

1. Методика комплексного чисельного аналізу нелінійного 
деформування та стійкості неоднорідних оболонок з визначенням 
власних коливань на кроці навантаження. Для розв’язування 
динамічних задач зазвичай застосовують два основні методи: статичний і 
енергетичний. Статичний метод ґрунтується на використанні рівнянь 
динамічної рівноваги, які відрізняються від рівнянь статичної рівноваги 
додатковим врахуванням сил інерції. Енергетичний метод ґрунтується на 
застосуванні закону збереження енергії. 

При побудові розв’язувальних рівнянь за МСЕ у роботі 
використовується перший підхід із застосуванням принципу можливих 
переміщень Лагранжа у поєднанні з принципом Даламбера [3, 13-17] 

( )( ) 0=δ+δ−δ∑
FE

FEFEFE QKW ,                           (1) 

де FEK , FEW  та FEQ  – роботи сил інерції, внутрішніх і зовнішніх сил СЕ, 

∑
FE

 – сума за скінченними елементами скінченноелементної моделі 

оболонки (СЕМО). 
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Обчислення віртуальної роботи внутрішніх сил виконується за 
співвідношенням [1, 2] 

vdW ij
V

ij
FE

FE

δεσ=δ ∫ .                                         (2) 

Віртуальна робота сил інерції СЕ визначається як [16] 

vduuK 'i'i

V
FE

FE

δρ−=δ ∫ && .                                      (3) 

При дослідженні напружено-деформованого стану оболонки, який 
виникає від дії термосилового навантаження, віртуальну роботу 
внутрішніх сил СЕ з врахуванням закону Дюамеля–Неймана подамо у 
вигляді [1, 2] 

=δεσ=ε−εδσ=εδσ=δ ∫∫∫ vvv dddW ij
V

ij

V
ij

T
ij

ij
ij

e

V

ij

FEFEFE

FE )(  

FEFE

FEFE

T

ij
V

ijT
ij

V

ij WWdd δ−δ=δεσ−δεσ= ∫∫ vv ,                       (4) 

де kl

e
ε  – пружні деформації, поява яких у тілі спричинена виникненням 

внутрішніх напружень ijσ , що відповідають узагальненому закону Гука 

kl

e
ijklij C ε=σ ;                                              (5) 

ijklC – компоненти тензора пружних сталих; Tklkl

T
α=ε  – температурні 

деформації, що зумовлені зміною температури тіла на величину T  щодо 
його початкової температури 0T ; 

kl
ijklij C ε=σ ,    kl

T
ijklij

T
C ε=σ .                              (5’) 

Таким чином, (4) складається з двох доданків, які, маючи однакову 
структуру, виконують різні ролі при розв’язуванні задачі термопружності. 

Перший інтеграл являє собою віртуальну роботу внутрішніх сил FEWδ  

від повних деформацій 

kl

T

kl

e

kl ε+ε=ε ,                                              (6) 

що залежать від шуканих функцій переміщень 
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1
.             (7) 

На основі цього інтегралу визначається ліва частина нелінійної системи 
розв’язувальних рівнянь МСЕ [1, 2, 16]. 
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Другий інтеграл являє собою віртуальну роботу внутрішніх сил, що 
залежить від температурних деформацій. На основі цього інтегралу 
отримується так звана матриця еквівалентних температурних 
навантажень [1, 2], яка в правій частині системи розв’язувальних рівнянь 
додається до матриці силових вузлових навантажень. Тому 
співвідношення (1) подається як 

( )( ) 0=δ+δ−δ∑
FE

FEFEFE PKW ,                            (8) 

де 

FEFEFE

T
WQP δ+δ=δ .                                  (8’) 

Для задач статики співвідношення (8) набуває вигляду 
( ) 0=δ−δ∑

FE
FEFE PW ,                                   (9) 

а для задач щодо вільних коливань –  
( ) 0=δ−δ∑

FE
FEFE KW .                                (10) 

У роботі задача з визначення власних частот і форм коливань 
неоднорідної оболонки розв’язується кроковим методом за два етапи. 

На першому етапі розв’язується статична задача нелінійного 
деформування оболонки на кроці навантаження за методикою [1, 2], що 
реалізує розв’язання нелінійного рівняння (9). На цьому етапі при 
відповідних приростах навантаження знаходиться напружено-
деформований стан (НДС) оболонки: деформована форма (нові 
координати) та прирости полів переміщень і напружень. 

На другому етапі – навантаження «знімається», тобто навантаження 
приймається рівним нулю при новій формі та наявності 
переднапруженого стану оболонки. 

На цьому етапі власні частоти та форми коливань обчислюються до 
появи від’ємного значення основного тону (найнижчої) частоти, що 
відповідає моменту втрати стійкості оболонки. 

За динамічним критерієм навантаження, якому відповідає поява 
від’ємного значення основного тону частоти, приймається за критичне 
[18]. Надалі визначення частот власних коливань оболонки не 
виконується, а досліджується лише її закритична поведінка. Точність 
розрахунку на власні коливання оболонки з урахуванням 
переднапруженого стану підтверджується збігом величини верхнього 
критичного навантаження, з отриманим в інший спосіб. 

Таким чином, розроблений підхід дозволяє комплексно досліджувати 
геометрично нелінійне деформування та стійкість тонких і середньої 
товщини пружних оболонок неоднорідної структури та вивчати малі 
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коливання оболонок відносно відлікового деформованого стану, що 
викликаний довільним статичним навантаженням, з урахуванням великих 
переміщень і переднапруженого стану. 

2. Методика розв’язування геометрично нелінійних задач статики 
неоднорідних оболонок. З єдиних методологічних позицій просторової 
теорії термопружності в [1, 2] розроблено теоретичні положення, метод та 
обчислювальні процедури чисельного дослідження процесів геометрично 
нелінійного деформування, втрати стійкості та закритичної поведінки 
широкого класу тонких неоднорідних оболонок, що знаходяться в умовах 
складного термосилового навантаження. Під неоднорідністю оболонки 
розуміються її геометричні особливості у вигляді неперервно-змінної та 
ступінчасто-змінної товщини, зломів, отворів і неоднорідність матеріалу 
вздовж товщини й у плані. 

Дослідження процесів нелінійного деформування оболонок 
виконується на основі загальної лагранжевої постановки варіаційної 
задачі у приростах, коли траєкторія векторів деформацій та напружень 
будується за компонентами приростів скінченних деформацій та 
приростів напружень у базисі лагранжевої (супутньої) системи 

координат. Задача полягає в 
знаходженні нового НДС оболонки 
(приростів напружень та приростів 
скінченних деформацій у 
актуальній конфігурації) від дії 
довільних зовнішніх сил у 
приростах. Співвідношення, що в 
компактній тензорній формі 
описують НДС оболонки, 
подаються в місцевій криволінійній 

ix  та глобальній декартовій 'ix  
системах координат (рис. 1). 

Використана модель пружного нелінійно деформівного суцільного 
середовища при великих переміщеннях 'ku  і малих деформаціях klε . 

Матеріали шарів оболонки розглядаються як лінійно-пружні, властивості 
яких відповідають узагальненому закону Дюамеля–Неймана. 

Особливості НДС тонкої оболонки враховані двома гіпотезами: щодо 
сталості нормальних напружень обтиснення волокон шарів за напрямком 
товщини (слабкіша, ніж класична гіпотеза) та деформівної прямої [1, 2]. 
Остання гіпотеза забезпечує стиковку елементів без порушення 
сумісності за переміщеннями і координатами у процесі деформування. 
Шари оболонки жорстко поєднані між собою в монолітний пакет, 
деформуючись спільно без проковзування та відриву по поверхнях 

 

 
 

Рис. 1 
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контактів, на яких виконується вимога рівності компонент вектора 
переміщень. Температурне поле в об’ємі оболонки вважається відомою та 
незалежною від НДС функцією координат. 

На основі стандартного ізопараметричного просторового СЕ з 
полілінійними функціями форми для координат і переміщень розроблено 
універсальний просторовий скінченний елемент з додатковими змінними 
параметрами, на базі якого побудована розрахункова модель, що враховує 
неоднорідності матеріалу та геометричні особливості різних 
конструктивних елементів оболонки (змінність товщини, зломи та 
гранованість обшивки, складну форму ребер, накладок, виїмок, отворів, 
багатошарову структуру матеріалу). 

Для побудови розв’язувальних скінченноелементних співвідношень 
застосована моментна схема скінченних елементів (МССЕ) [1, 2, 14]. Для 
ізопараметричного просторового СЕ з полілінійними функціями форми 
для координат і переміщень відповідно до МССЕ функції повних 
деформацій ijε  подаються у вигляді відрізків рядів Маклорена в околі 

центру СЕ ( 0321 === xxx ). Відповідно до положень МССЕ, в рядах 
утримані тільки ті члени, які точно обчислюються і точно враховують 
зміщення елемента як жорсткого тіла, при цьому для даного СЕ 
деформації ijε  в межах елемента визначаються як лінійні функції від ix . 

Розроблено алгоритм автоматизованого проходження діаграми 
“навантаження–прогин” (“ q –u ”) із визначенням особливих точок (точок 

розгалуження та критичних) для задач стійкості неоднорідних оболонок 
при комбінованій дії температурного та силового навантажень. Виконано 
чисельне обґрунтування достовірності та точності отримуваних 
нелінійних розв’язків, наприклад [1, 2, 19-24]. 

3. Врахування напруженого стану неоднорідної оболонки при 
визначенні власних коливань. Для визначення частот і форм власних 
коливань оболонки будемо розглядати оболонку в процесі крокового 
навантаження. У процесі коливань переміщення точок середовища 
оболонки будемо відраховувати від рівноважного стану. 

На s -му кроці поле термосилового навантаження (8’) 

1s s sP P P−= + ∆                                        (11) 

врівноважується відповідним полем напружень 

ij
s

ij
s

ij
s σ∆+σ=σ −1

o
,                                    (12) 



102                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 

 

 

де ∑
−

=
− ∆=

1

1
1

s

k
ks PP  та ∑

−

=
− σ∆=σ

1

1
1

s

k

ij
k

ij
s

o
 – навантаження та напруження, що 

накопичені на (s–1) кроках; kl

e
ijklij

s C ε=σ∆  – приріст напружень на s -му 

кроці навантаження Ps∆ ; ijklC  – компоненти тензора пружних сталих, що 

відповідають s-му кроку; kl

е
ε  – приріст пружних деформацій, що 

спричиняє приріст напружень ij
sσ∆ . 

Обмежимося розглядом малих коливань оболонкової конструкції 
відносно деформованого рівноважного стану. Процедура лінеаризації 
співвідношень (10) полягає у наступному. 

Враховуючи (4), (5’), (8’) та (12), а також співвідношення 

ij
s

ij
s

ij
s σ∆+σ=σ −1

o

,                                    (12’) 

подаємо віртуальну роботу внутрішніх сил від приросту повних 

деформацій CEWδ  (4) у вигляді 
54321

FEFEFEFEFEFE WWWWWW δ+δ+δ+δ+δ=δ ,               (13) 

де 

vdCW
FEV

ij

l

kp

l
pijk

FE ∫ εδε=δ 1 ,   vdW
FEV

ij

n
ij

FE ∫ εδσ=δ o2 ,   vdW
FEV

ij

l
ij

FE ∫ εδσ=δ o3 , 

vdCW ij

l

V
kp

n
pijk

FE

FE

εδε=δ ∫4 ,   vdCW
FEV

ij

n

kp

n

kp

l
ijkp

FE ∫ εδε+ε=δ )(5 . 

Третій доданок у (13) вилучаємо з розгляду, оскільки на (s–1)-му кроці 

напруження ij
s 1−σo  врівноважене навантаженням 1−sP . Четвертий та п’ятий 

доданки мають нелінійні члени третього та четвертого порядків відносно 
функції переміщень і тому при лінеаризації нелінійних рівнянь ними 
нехтуємо. Таким чином, після лінеаризації нелінійних співвідношень (13) 
маємо 

21
FEFEFE WWW δ+δ=δ .                                  (14) 

Віртуальну роботу внутрішніх сил від приросту повних деформацій 

FEWδ  (14) з використанням закону Коші–Гріна (7) та узагальненого 

закону Гука (5), враховуючи властивість симетрії компонент тензора 
пружних сталих, подаємо у вигляді 
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де 

pjik
s

ijkpijkp gCC
~

1−σ+=
o

.                               (15’) 

Співвідношення (15) за формою збігається з варіацією нескінченно 
малих деформацій оболонки відносно ненапруженого стану 

vv d
x

u

x

u
CCCdC

FEFE V
i

'm

k

'n
'm

j
'n

p
ijkp

V
ij

l

kp

l
pijk ∫∫ ∂

∂δ
∂
∂=εδε .               (16) 

Таким чином, співвідношення МСЕ для попередньо напруженого (15) 
та ненапруженого (16) станів збігаються за виглядом, якщо при 
визначенні віртуальної роботи внутрішніх сил від приросту повних 
деформацій FEWδ  коригувати компоненти тензора пружних сталих за 

формулою (15’). Цей факт дозволяє на основі лінійних рівнянь істотно 
спростити процедуру отримання відповідних співвідношень МСЕ, у яких 
ураховується переднапруженний стан оболонки. 

Процедура інтегрування (15) звичайна для МСЕ. Застосувавши МССЕ, 
представивши функції напружень у вигляді відповідних до ijε  рядів і 
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виконавши інтегрування аналітично, всі визначальні співвідношення для 
СЕ отримуються в явному вигляді. Здобуті залежності є універсальними: 
за ними на всіх ділянках оболонки ступінчасто-змінної товщини 
обчислюються коефіцієнти необхідних матриць СЕ. За невідомі функції 
прийняті узагальнені вузлові переміщення, які є сукупністю переміщень 
вузлів на серединній поверхні та різниці переміщень вузлів на 
обмежуючих поверхнях обшивки оболонки. При отриманні коефіцієнтів 
системи розв’язувальних рівнянь використовується методика, яка 
враховує ексцентричне розміщення СЕ відносно серединної поверхні 
оболонки на ділянках ступінчасто-змінної товщини. 

Алгоритм щодо визначення спектру нижчих частот і векторів власних 
коливань оболонок неоднорідної структури реалізується методом ітерації 
підпросторів [15]. 

У задачах про власні коливання враховується наявність попереднього 
напруження конструкції від різноманітних статичних навантажень, що 
істотно впливає на спектр власних коливань і дає можливість визначати 
точки біфуркації та значення критичної сили при втраті стійкості за 
динамічним критерієм. 

4. Стійкість і коливання квадратної у плані сферичної панелі при 
дії тиску. Розглядається квадратна в плані гладка сферична панель сталої 
товщини, що шарнірно оперта вздовж контуру та навантажується 
рівномірним тиском iнтенсивнiстю q (рис. 2). Матеріал оболонки – 

ізотропний. Кривизна панелі визначається параметром )(2 2 hRaK = , де 

a  – розмір всієї панелі у плані, R  – радіус серединної поверхні, h  – 
товщина. Прийнято такі вихідні данні: модуль пружності 

61012 ⋅= .E  кг/см 2 , коефіцієнт 
Пуассона 30.=ν , h =1 см, 

ha 60= , hR 225= , об’ємна вага 
-3107.85⋅=ρ  кг/см 3 , прискорення 

вільного падіння 981=g  см/с 2 . 

Результати досліджень подані з 
використанням безрозмірних 

параметрів )( 44 Ehqaq = , 

huu '' 11 = , де 'u1  – прогин панелі 

вздовж осі 'x1 . Розглядались панелі ідеальної та неідеальної (збуреної) 
вихідної форм. 

За розрахункову скінченноелементну модель було прийнято дві схеми: 
ціла панель з рівномірною сіткою 16× 16 СЕ і чверть панелі з сіткою 

 
Рис. 2. Полога сферична панель  

сталої товщини 
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8× 8 СЕ. Як довели дослідження, прийняті сітки забезпечують збіжність 
розв’язків. 

Докладне дослідження нелінійного деформування та стійкості панелі 
за статичним критерієм, коли розв’язок задачі подається у вигляді діаграм 
“навантаження–прогин” наведено в [1,2]. У [22,23] для цієї панелі 
виконано порівняння з розрахунками, проведеними за допомогою 
програмних комплексів ЛІРА та SCAD, де отримано повний збіг 
розв’язків. 

4.1. Спочатку вивчалося питання про врахування в незбуреній СЕМО 
існуючих площин симетрії. Це пов’язано з тим, що використання площин 
симетрії вилучає можливі появи несиметричних форм деформування та 
коливання, особливих точок і гілок нелінійних розв’язків. Розглянуто два 
варіанти СЕМО: 1-й – ціла панель без площин симетрії, 2-й – чверть 
панелі з двома площинами симетрії. Результати досліджень показано на 
рис. 3 - 4 і наведено в табл. 1 - 2. Навантаження № 0 відповідає вихідному 
стану, коли панель не навантажена. На діаграмі “ q –u ” кружечками 

відмічено навантаження, при яких виконувався розрахунок на власні 
коливання (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3 Діаграми “навантаження–прогин” Рис. 4. Частоти власних коливань для 

СЕМО цілої ( ω ) та чверті ( ω~ ) панелі 

 
У 1-му варіанті визначено, що втрата стійкості відбувається при 

навантаженні № 7 ( 1ω=ω  є від’ємним, табл. 1). Згідно з динамічним 

критерієм значення навантаження 191.6=q , яке відповідає частоті 
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1ω=ω , приймається за критичне в
кр

q . Для цього варіанта СЕМО 

отримано кратні частоти 21 ω=ω  (табл. 1). 

У 2-му варіанті отримано, що втрата стійкості відбувається при 
навантаженні № 11 ( 1ω=ω ~~  має від’ємне значення, табл. 1). Відповідне 

навантаження в
кр

q =194.1 на 1.3% більше, ніж у 1-му варіанті. 

Таблиця 1 
Порівняння нижчих частот власних коливань для двох варіантів 

розрахункових СЕМО при різних рівнях навантаження: 1-й варіант – ω , 
2-й варіант – ω~  

№ 
q  

1ω  2ω  3ω / 1ω~  4ω  5ω / 2ω~  6ω / 3ω~  

0 .53378e+3 .53378e+3 .54740e+3 .69124e+3 .79609e+3 .81664e+3 
   .54740e+3  .79609e+3 .81664e+3 
1 .51165e+3 .51165e+3 .53649e+3 .66655e+3 .76658e+3 .78817e+3 
   .53649e+3  .76658e+3 .78817e+3 
2 .46283e+3 .46283e+3 .50307e+3 .61388e+3 .71076e+3 .73122e+3 
   .50307e+3  .71076e+3 .50307e+3 
3 .36146e+3 .36146e+3 .43510e+3 .50919e+3 .60013e+3 .62064e+3 
   .43510e+3  .60013e+3 .62064e+3 
4 .28587e+3 .28587e+3 .36695e+3 .44483e+3 .54589e+3 .55704e+3 
   .36695e+3  .54589e+3 .55704e+3 
5 .18497e+3 .18497e+3 .30210e+3 .36883e+3 .46713e+3 .48017e+3 
   .30210e+3  .46713e+3 .48017e+3 
6 .61401e+2 .61401e+2 .21912e+3 .33078e+3 .42794e+3 .43779e+3 
   .21912e+3  .42794e+3 .43779e+3 
7 -.28992e+5 -.28992e+5 .17155e+3 .33099e+3 .42306e+3 .43369e+3 
   .17155e+3  .42306e+3 .43369e+3 
8    

.15189e+3 
  

.41757e+3 
 
.42908e+3 

9    
.11824e+3 

  
.41026e+3 

 
.42304e+3 

10    
.37174e+2 

  
.40263e+3 

 
.41733e+3 

11    
-.93272e+5 

  
.39843e+3 

 
.41587e+3 

 
Для обох варіантів розрахункової моделі в табл. 2 наведено результати 

порівняння частот і форм власних коливань панелі для вихідного 
(ненавантаженого, № 0) стану. Видно, що розрахункова модель з 
площинами симетрії (2-й варіант) виключає кососиметричні форми 
коливань. Частоти, що відповідають симетричним формам, для обох 
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варіантів повністю збігаються. Характер коливань панелі для інших 
рівнів навантаження не змінюється (рис. 4, табл. 1). 

Таблиця 2 
Нижчі частоти та відповідні форм власних коливань для двох 
розрахункових СЕМО при відсутності навантаження (№ 0) 

 

Ціла панель (1-й варіант) 

ω =1÷ 6 .53378e+3 .53378e+3  .54740e+3 .69124e+3 .79609e+3 .81664e+3 

Форма 
коливань 

      

Чверть панелі з двома площинами симетрії (2-й варіант) 

ω~ =1÷ 3   .54740e+3  .79609e+3 .81664e+3 

 
Дослідження врахування переднапруженого стану панелі показало, що 

неврахування накопиченого напруження (враховувався лише новий 
деформований стан оболонки) приводить до збільшення жорсткості 

панелі та невірного визначення в
кр

q  та частот (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Врахування та неврахування 
переднапруженого стану 

Рис. 6. Вплив початкової недосконалості 
форми оболонки на втрату стійкості та 

частоту основного тону панелі 
 

4.2. Досліджувався вплив на частоти та форми власних коливань 
панелі несиметричного збурення у вигляді початкових недосконалостей 
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)2(sin πξλ внесених у вихідну форму серединної поверхні оболонки [1, 2]. 

На підставі проведеного вище дослідження подальший аналіз впливу 
початкових несиметричних недосконалостей на стійкість і власні 
коливання панелі слід виконувати по 1-му варіанту СЕМО. 

За величину параметра збурення прийнято λ =0.01 (табл. 3). Одержана 
діаграма “ q –u ” має вигляд нової кривої “ 'c'oa ” на відміну від кривої 

“ oac”, що відповідає λ =0 (рис. 3, рис. 6). Відповідна величина верхнього 

критичного навантаження ( в
кр

q =182.1) відрізняється від отриманого при 

λ =0 (табл. 1) на -5%. Зниження величини критичного навантаження 
впливає на розходження діаграм “навантаження – частота” (“ q –ω ”) при 

підході до в
кр

q  (рис. 6). 

Через внесення малого збурення у вихідну форму СЕМО нижчі 
частоти власних коливань, які для випадку λ =0 були отримані кратними 
( 21 ω=ω , табл. 1), при λ =0.01 вже не є кратними, при цьому вони 

різняться між собою на малу величину ( 21 ω≠ω , табл. 3). 

Таблиця 3 
Частоти власних коливань панелі з початковою недосконалістю форми 

( 010.=λ ) при різних рівнях навантаження  (16× 16 CE) 

№ 
q  

1ω  2ω  3ω  4ω  5ω  6ω  

0 .53320e+3 .53375e+3 .54798e+3 .69128e+3 .79610e+3 .81664e+3 
1 .51131e+3 .51161e+3 .53683e+3 .66660e+3 .76659e+3 .78817e+3 
2 .46252e+3 .46276e+3 .50336e+3 .61395e+3 .71077e+3 .73122e+3 
3 .36102e+3 .36113e+3 .43538e+3 .50935e+3 .60008e+3 .62059e+3 
4 .28420e+3 .28471e+3 .36789e+3 .44540e+3 .54570e+3 .55687e+3 
5 .25080e+3 .25196e+3 .34094e+3 .42289e+3 .52429e+3 .53336e+3 
6 .21031e+3 .21152e+3 .31673e+3 .39602e+3 .49491e+3 .50440e+3 
7 .17224e+3 .17626e+3 .29408e+3 .38299e+3 .47893e+3 .48787e+3 
8 .14794e+3 .15620e+3 .28459e+3 .37973e+3 .47228e+3 .48144e+3 
9 .10878e+3 .11897e+3 .27448e+3 .37371e+3 .45824e+3 .47095e+3 
10 -.19149e+5 .50649e+2 .27119e+3 .38402e+3 .45173e+3 .47008e+3 

 

 
Висновки 
1. Розроблено комплексний підхід до розв'язування статичних задач 

геометрично нелінійного деформування та втрати стійкості пружних 
оболонок у поєднанні з методикою розрахунку тонких і середньої 
товщини оболонок на власні коливання з урахуванням переднапруженого 
стану на кожному кроці навантаження. 
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2. Розроблений метод застосовано до розрахунку тонкої оболонки 
сталої товщини на стійкість з визначенням частот і форм власних 
коливань. 

3. Дослідження коливань оболонки необхідно виконувати з 
урахуванням нового деформованого стану та передісторії її напруження. 
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Bazhenov V.A., Krivenko O.P., Legostaev А.D. 
STABILITY AND NATURAL VIBRATIONS OF INHOMOGENEOUS S HELLS TAKING 
INTO ACCOUNT THE STRESS STATE 

The work is devoted to the problem of developing a unified methodology based on the 
efficient numerical analysis of problems of stability and natural vibrations of a wide class of 
inhomogeneous shells, thin and medium thickness. In problems of its natural vibrations takes into 
account the presence of a pre-stressed state of the structure from the action of static loads, which 
significantly affect the spectrum of natural vibrations and allows determining the bifurcation point 
and the value of the critical force of buckling by dynamic criteria. 

Keywords: thin elastic shell, geometrically nonlinear deformation, natural vibrations, 
universal solid finite element. 

 
 

Баженов В.А., Кривенко О.П., Легостаєв А.Д. 
УСТОЙЧИВОСТЬ И СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ 
ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

Работа посвящена проблеме разработки единой методологии на основе эффективного 
численного анализа задач устойчивости и собственных колебаний широкого класса 
неоднородных оболочек, как тонких, так и средней толщины. В задачах о собственных 
колебаниях учитывается наличие преднапряженного состояния конструкции от действия 
статических нагрузок, что существенно влияет на спектр собственных колебаний и 
позволяет определять точки бифуркации и значение критической силы при потере 
устойчивости по динамическому критерию. 

Ключевые слова: тонкая упругая оболочка, геометрически нелинейное 
деформирование, собственные колебания, универсальный пространственный конечный 
элемент. 
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CALCULATION OF RANDOM WAVE PARAMETERS 
USING REGRESSION METHOD 

Dang Xuan Truong1 
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Abstract: This research introduces a new method to calculate the parameters of random 

waves. Here we calculate the wave height and period. The process observation data from multiple 
waves of different conditions is a complex problem for the designers of offshore structures. The 
regression method is proposed as a new method with high reliability to solve this problem. 

Key words: random waves, regression method. 
 
1. Definition 
In fact, the wave is usually non-uniform waves and random transformation 

(random). It is a combination of waves component from different areas on the 
sea and spread to observe location. Sothat height and wave period is fixed time 
to be continuous alternation. Currently, we are using two analytical random 
wave method which are statistical and spectral analysis method. 

In this research, we used statistical methods to determine the wave 
parameters for design and calculations process. Regression function is used to 
analyze and process of observed figures from the wave parameters such as 
period, season, wind direction, frequency etc. Regression analysis was used to 
field in success and we want to propose new method in order to  solving on 
random wave of problem. 

2. Regression function  
The analysis is the basis for the theory the analysis factor and prepare the 

ground for problem of experimental plan.  
Regression analysis method create 

the condition to determine the 
mathematical description of the objects 
that have characterized the unknown on 
basis of monitoring the values input 
and output (figure 2.1). 

We consider an object input 

1 2, ,..., Sx x x  and output y. Object is 

disturbance z (2.1). Subject specific nonlinear to be unknow: 

1 2( , ,..., , ).Sy f x x x z=                                    (2.1) 

Factor caused constantly disturbance z change. As value specified by the 
input 1 2, ,..., Sx x x ,  to be able to value of output y. 

 
Fig. 2.1. Multidimensional non-linear object 
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We are interest in dependence (2.1) of output y and in put 1 2, ,..., Sx x x , it 

did not depend on function that dependent caused disturbance. 
The concept of the relationship functional dependence is used in field of 

science and other technology, in which the mathematical analysis. In fact this 
functional dependence is change y and change x to be one-valued (figure 2.2). 

Each value of x may be define a value y as 
following: 

y=f(x).                     (2.2) 
In the statistical analysis, the concept is 

very narrow y=f(x) this, because the people 
provided general conception which is 
dependent relation to cause disturbance. In 
fact when the observational function (2.2) is 
rarely because we did not exclude the effect 
factor to be random. In fact, the observational 
dependence of relation are dependent relation to disturbance, therefore 
dependent relation is multi-value (figure 2.3). 

In fact, dependent relation of disturbance is dependent relation of random 
variable y and random x, which is single-valued dependence relation of 
probability distribution of random variable y depends on value x to be selected 
through random variable x. 

It said that random variable Y is 
relation of disturbance on random 
variable X if distribution F of random 
variable Y with condition X=x are a value 
function of the random variable Y that of 
value x 

F(y/x)=P(Y<x/X=x)= f(y/x),    (2.3) 
E(Y/X=x) = f(x).             (2.4) 

Now, we said that correlation are 
random variables X and Y  

When you have point n, know the 
value of input 1 2, ,..., Sx x x  and corresponding with value of output y as aboved 

(figure 2.1), we group data into observation as follows: 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

S

S

N N NS N

x x x y

x x x y

x x x y








L

L

LLLLLLLL

L

                                 (2.5) 

NSx  is value of input Sx  at point n, yN is the value of output at point n.  

 
Fig. 2.2. Functional Dependence 

 
Fig. 2.3. Dependent relation of 

disturbance 
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The purpose is identified specific alternative as selected the arbitrary: 

1 2 0 1( , ,..., ; , ,..., ).S ky f x x x b b b=)                             (2.6) 

In (2.6) there is k +1 factor of unknown bk (k = 0,1,2,...  K < N-1C). 
For some given point n, the function has a value (2.6) 

1 2 0 1( , ,..., ; , ,..., ).n n n nS Ky f x x x b b b=)                        (2.7) 

Specific (2.7) approximately characterized (2.1) that characterized (2.1) 
unknow because of disturbulance z. It is continuous time n (n=1,2,…., N) it did 
not know usual natural type of non-linear object (2.1). 

Specific (2.6) approximately characterized (2.1) often called the 
mathematical model of the subject drawing on figure (2.1). 

To determine the optimum factor of b0, b1, ..., bk of mathematical model 
(2.6 ) we chose this model below the function: 

{ } { }1 2 1 2, ,..., ; , ,..., .R R N NS S y y y y y y =  
) ) )

                 (2.8) 

It determine distance between group of output value { }Nyyy ,...., 21  
 and 

object (2.1) and the output { }1 2, ,..., Ny y y
) ) )

 of the model (2.7). 

In fact it is the simplest to Ơclit distance in space direction n, it took 
mathematics to determine optimum factor b0, b1, ..., bk of the model (2.7), bring 
to math minimum expression 

( ) ( ) 22
1 2 0 1

1 1

, ,..., ; , ,..., .
N N

R n n n n n nS K
n n

S y y y f x x x b b b
= =

 = − = − ∑ ∑
)

       (2.9) 

For a long time, the math called square minimum math to entered by 
Lagrang 1806, the math is the foundation of regression analysis. 

After the minimize formula (2.9) for the value of parameter b0, b1, ..., bk. we 
determine the optimal parameters through b0, b1, ..., bk, that way we get the 
function: 

1 2 0 1( , ,..., ; , ,..., ).S Ky f x x x b b b=)
                        (2.10) 

Often called the regression function. 
We called regression function which is linear for unknown parameter: 

0 1 0 1 1 2( ; , ,..., ) ( ) ( ) ... ( )K K Ky y x b b b b b f x f x b f x= = + + + +) )
                 (2.11) 

Sign: 

[ ]1 2, ,..., .Sx x x x=                                         (2.12) 

With the function ( )kf x  and k=1,2,..., K knows and it is independent 

linear. Generally, it maybe non-linear [1], [2]. 
Calculation of factor of regression function 
Firstly, we study as a separate case determine factor of linear regression 

function in directions. 
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We find object to research on figure 2.1 at the time N to determine the input 
of value S: 1 2, ,..., Sx x x  and correspond with output y, we group results into a 

table of output monitoring (2.5). We find regression function with directions: 

0 1 1 2 2 ... .S Sy b b x b x b x= + + + +)                           (2.13) 

Mean: 

0 1 1 2 2 ... , 1, 2, ..., .n n n S nSy b b x b x b x n N= + + + + =)           (2.14) 

The parameters are unknown the regression function (2.13) how to make 
the best approximated y with meaning is the sum of squared deviation of the 
observation data (2.5) have the smallest value. 

( ) ( ) 22
1 2 0 1

1 1

, ,..., ; , ,..., min.
N N

R n n n n n nS K
n n

S y y y f x x x b b b
= =

 = − = − = ∑ ∑
)         (2.15) 

The math selected optimum factor of regression function in way of matrix 
as followed. So, we present result of results into a table of output monitoring 
(2.5) as form of matrix 

Input X: 

10 11 12 1

20 21 22 2

0 1 2

.

N

N

N N N NN

x x x x
x x x x

X

x x x x

 
 

=  
 
  

L

L

L L L L L

L

                              (2.16) 

We insert to be fixed column elements No1 among them: 

10 20 0 1.Nx x x= = = =L                                 (2.17) 

For the purpose described in the form of matrix which included the factor 
b0. We write the observation results of input object and the output model to 
present of model vectors, which means value of regression function in the 
following: 

[ ]1 2, ,..., Ny y y y= ,                                      (2.18) 

[ ]1 2, ,..., .Ny y y y=) ) ) )
                                      (2.19) 

We write unkown parameter to form of thier vector as following  

[ ]0 1, ,..., .Sb b b b=                                        (2.20) 

Then, value of regression function (2.14) shall present form:  
.y Xb=)

                                              (2.21) 

Pay attention to (A+B)T = AT + BT and (AB)T = BTAT math for minimum the 
total squared deviation of (2.15) form shall be followed: 

( ) ( ) ( ) ( )2

1

( )
N

T T
R n n

n

S y y y y y y y Xb y Xb
=

= − = − − = − − =∑
) ) )

 

2 minT T T T T T T T T T Ty y y Xb b X y b X Xb y y b X y b X Xb= − − + = − + = . (2.22) 
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Optimum conditions of partial derivative RS  (2.22) with b 

2 2 .T TRS
X y X Xb

b
∂

= − +∂                                  (2.23) 

And it is zero as we have set of equation as following: 

.T TX Xb X y=                                            (2.24) 

It is multiplied by two member of (2.24) matrix 1( )TX X −  we have vectors b: 
1( ) .T Tb X X X y−=                                         (2.25) 

The experimental plan 
We studied the object to figure 2.1 as following: 

1 2( , ,..., , ).Sy f x x x z=                                      (2.26) 

Including 1 2, ,..., Sx x x  effect on the subject, z is a factor disturbance. Form 

of the function (2.26) unknow, assuming the function y is continuous and a 
point called only extremity. Functional assumption (2.26) is non-linear and we 

can get it around the given point 0 0 0
1 2, ,..., Sx x x  by regression function in the 

linear: 

0 1 1 2 2 .S Sy b b x b x b x= + + + +)
L                             (2.27) 

Firstly, we prepared experimental to determine the value of input 

1 2, ,...,n n nSx x x  with n=1,2,…,N of a series of experiments. We shall make next 

experiment to receive the value of input the corresponding 1 2, ,..., ny y y  of the 

subject. Basing on this experiment we had data as following: 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

S

S

n n nS n

x x x y

x x x y

x x x y








K

K

KKKKKKK

K

.                                   (2.28) 

We calculate coefficent of regression function: 0 1, ,..., Sb b b , coefficent 

determined the direction of Gradient and find extreme in this direction [3], [4]. 
The two level of experimental plan based on the receiving of value input xs, 

in which s=1,2,..., S in two levels: 
0 0; ;S S S Sx x x x− ∆ + ∆                                   (2.29) 

s=1,2,..., S may be two cases: 
- full extreme 2S testing; 
- particular extreme 22-S  testing. 
To improve reliability of the study, we consider a simple example to 

prepare the planning with two levels to illustrate the method optimization. We 
find out of the subject S = 3 which, it was written by non-linear function: 
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1 2 3( , , ).y f x x x=                                       (2.30) 

It is limited in the area 

1

2

3

0 100,

0 500,

0 100.

x

x

x

≤ ≤ 
≤ ≤ 
≤ ≤ 

                                       (2.31) 

Now we study found initial locally max with first point begin 
0
1

0
2

0
3

30,

250,

50.

X

X

X

=
= 


= 

                                         (2.32) 

At nearby points (2.32) find nearby function in the following: 

0 1 1 2 2 3 3.y b b x b x b x= + + +)                              (2.33) 

We have increments 
2

2

2

3,

20,

2.

x

x

x

∆ = 
∆ = 
∆ = 

 

Carried out the experiement 23= 8 time of testing as following: 

The results of experiments Boxa-Wilsona 

Factor Sx   X1 X2 X3 y 

Facility 0
Sx  30 250 50 160 

Increment Sx  3 20 2 

High level: 0
S Sx x+ ∆  33 270 52 

Low level: 0
S Sx x− ∆  27 230 48 

 

Data testing  27 230 48 169,4 
Data testing 2 33 230 48 182,6 
Data testing 3 27 270 48 129,4 
Data testing 4 33 270 48 142,6 
Data testing 5 27 230 48 178,6 
Data testing 6 33 230 52 189,4 
Data testing 7 27 270 52 138,6 
Data testing 8 33 270 52 149,4 

 
As result of matrix of input and output of object y as following: 
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1 27 230 48

1 33 230 48

1 27 270 48

1 33 270 48;
1 27 230 52
1 33 230 52
1 27 270 52

1 33 270 52

X

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

     

169,4
182,6

129,4

142,6
.

178,6

189,4

138,6

149,4

y

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 

                         

(2.34) 

Coefficients 0 1 2 3, , ,b b b b  of model (2.33) defined on general basic of 

regression analysis (2.25). When multiplication of matrix (XTX)-1X-1 with 
vector y we will receive the coefficient vector of regression function is: 

( ) 1
250,0
2,0

.
1,0

2,0

T Tb X X X y
−

 
 

= =  −
 
 

                          (2.35) 

Mathematical model (2.33) explicit form is: 

1 2 3250,0 2,0 1,0 2,0 .y x x x= + + +)                          (2.36) 

Meaning of regression function 
Regression function y

)
considered full range of many factors xi impact to y 

– object is considering. Example in economical y
)

 is price of product, in 

biological y
)

 is growth height of plant. In our case, H is the height of wave and 

depend on many factors as cycle, season, wind direction, frequency, etc.  
Upon having regression function, we can easily take input xi depend on the 

choice, at the same time it demonstrates the dominant of any factor at xi  to y
)

. 

Specifically in this case, seasonal factors are most obvious effectively to the 
height of wave. So here we have chosen in June to calculate for H.  

Apply regression function method to calculate the height of wave 
View the height of wave is a fuction, with 3 variables as frequency, 

direction and month have been observational [5] 

Period T 
Direction 
(frequency 

=50) 
Month H (T) 

H 
(direction) 

H 
(month) 

10,7 8,9 1 4,5 9,2 7,5 
11,3 6,5 2 5,3 6,9 7,9 
12,0 3,6 3 5,9 4,3 4,4 
12,6 5,0 4 6,4 5,6 5,1 
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13,4 6,1 5 7,2 6,3 5,3 
4,1 5,9 6 7,9 6,1 5,0 
14,5 6,7 7 8,3 7,3 6,0 

 
H is the height of wave was defined by average of 3 final columns: 

H= (H(T) + H(direction) + H(month))/3. 

Period (T) Direction (50) Month H 
10,7 8,9 1 7,07 
11,3 6,5 2 6,7 
12,0 3,6 3 4,87 
12,6 5,0 4 5,7 
13,4 6,1 5 6,27 
4,1 5,9 6 6,33 
14,5 6,7 7 7,2 

 
In case data is being in original form of observing data [5] with 50 years 

direction (column 2nd). Since there are 3 unknowns, so we should add a 
photogrammetry of the 8th ( that is need to conduct 2S  = 8 observations or 
experiment). There are 7 experiments in the table above, so we should add the 
8th experiment from the 2nd experiment in the table above. Since we have two 
full matrixes with input (X) and output {Y}: 

( )

1 10, 7 8, 9 1
1 11, 3 6, 5 2
1 12, 0 3, 6 3
1 12, 6 5, 0 4
1 13, 4 6,1 5
1 4,1 5, 9 6
1 14, 5 6, 7 7
1 11, 3 6, 5 8

X

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

 ;        { }

7, 07
6, 7
4,87
5, 7

.
6, 27
6, 33
7, 2
6, 7

Y

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

 

Putting 2 matrixes into the program to find a linear function y
)

= b0 + b1x1 

+ b2x2 + b3x3 (inside y
)

 ≡ H is the height of wave) according to 3 variables: 

y
)

= b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 ( y
)

 ≡ H). 

Period T(x1), direction (x2), month (x3).  
Search from the computer programs [6], [7]: 

b0=2,75, b1=0,018, b2=0,478, b3=0,103. 
So regression function explicit form is: 

y
)

= 2,75 + 0,018x1 + 0,478x2 + 0,103x3. 
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Selected point T=6 (4,1 14,5T≤ ≤ ); direction =3 (3,6 8,9direction≤ ≤ ); 

month = 6 (1 8month≤ ≤ ), from there:  
Hmax=4,9 m with T=6 sec. 

The 8th Experiment can be defined by average of any 2 month (input is (X) 
and output is {Y}:  

( )

110,7 8,9 1
1 11,3 6,5 2
1 12,0 3,6 3
1 12,6 5,0 4
1 13,4 6,1 5
1 4,1 5,9 6
1 14,5 6,7 7
117,6 7,8 8

X

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

;       { }

7,07
6,7
4,87
5,7

.
6,27
6,33
7,2
7,13

Y

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

 

 
Conclusions and recommendations 
From the observed data as the height of wave H and wave period T depend 

on factors of month, season, wind direction, frequency, etc, regression analysis 
can define the height of wave H and the wave period T with the high reliability 
to make input basis for the calculation process and design. 

Random wave theory becomes more actual when using regression function 
to handle the observation data about the real waves on sea. It can be applied to 
analyse other parameters of wave when having results of observation from 
many different conditions. 
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Наведені основні розрахункові співвідношення вісесиметричних задач нестаціонарної 
теплопровідності в криволінійній системи координат. Проведені чисельні дослідження для 
обґрунтування достовірності результатів. 

Ключові слова: метод скінчених елементів (МСЕ), скінчений елемент (СЕ), 
нестаціонарна теплопровідність, вісесиметричні тіла, криволінійна система координат. 

 
Вступ. Експлуатація значної кількості відповідальних конструкцій, 

таких як ротори парових турбін і газотурбінних установок, здійснюється в 
умовах складних теплових режимів, які мають визначальний вплив при 
оцінці їх напружено-деформованого стану, що особливо виражається на 
етапах пуску або зупинки. В цих випадках визначення нерівномірних 
температурних полів потребує розв’язку нестаціонарної вісесиметричної 
задачі теплопровідності.  

1. Розрахункові співвідношення нестаціонарної теплопровідності 
вісесиметричних задач. Температурне поле неоднорідного ізотропного 
тіла обертання, об’ємом V , обмеженого поверхнею S  описується 
рівнянням нестаціонарної теплопровідності [5]: 

0( )T V
Tdiv T q C
t

∂∇ + = ∂λ ;                                   (1) 

де Tλ - коефіцієнт теплопровідності; T - температура в точці тіла, що 

розглядається; 0q - щільність виділення тепла внутрішніми джерелами за 

одиницю часу; VC - питома об’ємна теплоємність матеріалу. 

В криволінійній системі координат xα  [1] покомпонентна форма 
диференційного рівняння (1) приймає вигляд [2]: 
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0
1 ( ) ( )T V

T TT g g q C T
tg x x

 ∂ ∂ ∂+ =  ∂∂ ∂ 

o
oαβ

α βλ .                (2) 

Однозначність розв’язання рівняння (2) забезпечується введенням 
відповідних початкових та граничних умов. В якості початкових умов 
приймається відоме розподілення температури в тілі в деякий фіксований 
момент часу 0t , що приймається за початок часової координати. 

,),(),( 00 VxxTtxT ∈= ααα                                    (3) 

де )(0
αxT - задана функція координат. 

Граничні умови в теорії теплопровідності формулюються в вигляді 
трьох ідеалізованих типів теплопередачі на границі тіла: 

1. відомі зміни з часом температури точок поверхні тіла 

,),,(),( 1SxtxftxT ∈= ααα                                   (4) 

де ),( txf α  - задана функція; 1S  - частина поверхні тіла S , на якій задані 

граничні умови першого роду.  
2. відома щільність теплового потоку з поверхні тіла в зовнішнє 

середовища  

,,
),(

)(),( 2Sx
n

txT
Ttxq T ∈

∂
∂−= α

α
α λ                           (5) 

де n  - зовнішня нормаль до поверхні тіла в точці αx ; 2S  - частина 

поверхні тіла S , на якій задані граничні умови другого роду.  
3. відома температура зовнішнього середовища θ  і закон 

конвекційного теплообміну між поверхнею тіла і зовнішнім середовищем  

[ ] ,,),(),()(
),(

)( 3SxtxtxTT
n

txT
TT ∈−=

∂
∂− ααα

α
θαλ              (6) 

де )(Tα  - коефіцієнт тепловіддачі; 3S  - частина поверхні тіла S , на якій 

задані граничні умови третього роду.  
Рівняння (2) з початковими (3) і граничними (4)-(6) умовами 

однозначно визначає нестаціонарне температурне поле в тілі, властивості 
якого в загальному випадку залежать від просторових координат і 
температури. 

Диференційне рівняння (2) з граничними умовами (4)-(6) еквівалентне 
варіаційному рівнянню вісесиметричної задачі нестаціонарної 
теплопровідності [4]: 

−−++
∂
∂

∂
∂= ∫∫ TdSTdVgTqg

x

T

x

T

SV

T δθαδδλδχ αβ
βα )()( 0

o

 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95                        125 
 

 

0=
∂
∂− ∫ dVgT

t

T
C

V

V

o

δ . ……                     … (7) 

Тут і в подальшому всі індекси, позначені грецькими буквами, будуть 
приймати значення 1,2, а позначені латинськими – 1,2,3. 

В межах СЕ передбачається, що коефіцієнт теплопровідності Tλ , 

питома об’ємна теплоємність VC  та значення компонент метричного 

тензору ijg  несуттєво змінюється в площини СЕ і приймаються рівними 

їх відповідним значенням в центрі: 

0=== αλλλ
xTTT

o

, 
0=== αxVVV CCC

o

   
0

.ij ij ij

x
g g g

=
= =

o

α
        (8) 

В якості невідомих при розв’язанні задачі стаціонарної 
теплопровідності приймається значення температури в вузлах елемента 

),( 21 SST . 

Розподілення температури у межах СЕ описується білінійним 
законом: 

∑∑
±=±=








 +++=
1

21
21

2
2

1
1)(

1 2

21

1
4
1

2
1

2
1

S
SS

S

xxSSxSxSTT ,           (9) 

де )( 21SST – вузлові значення температури. 

Вирази для похідних від температури мають вигляд: 

∑∑
±=

−
−

±=







 +=
1

)3(
)3()(

1 2

21

1
2
1

,
S

SS
S

SxSTT α
α

αα .                (10) 

Для системи з М скінченних елементів варіаційне рівняння (7) можна 
записати в наступному вигляді  

[ [
1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

( , )
1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 4(

1
2

T S S
i S S P P V

S x S x S S x x
T

x S= =± =± =± =±

+ + +
= ×

+
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∫
Μ

α
α

δχ λ  

1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

( , )

1 1 1
2 2 4

1
2

P P

P x P x P P x x
T g

x P

+ + +
× +

+
αβ

β
β

δ  

( )1 2

1 2 1 2
0( , ) 1 2 1 2

1 1 1
2 2 4S Sq S x S x S S x x+ + + + ∗  

( )1 2

1 2 1 2
( , ) 1 2 1 2

1 1 1
2 2 4P PT P x P x P P x x× + + + −δ  
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( )1 2( , ) 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1
2 2 4

S S
V

dT
C S x S x S S x x

dt
− + + + ×  

( ) ]
1 2 1 2 1 2

3

1 2 1 2
( , ) 1 2 1 2 ( , ) ( , )

1 1 1 ( )
2 2 4P P S S S S

Г

T P x P x P P x x dV T× + + + + − ×∫δ α θ

( )1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1
2 2 4

S x S x S S x x× + + + ×  

( ) ]
1 2

1 2 1 2
( , ) 1 2 1 2 3

1 1 1 0.
2 2 4P P iT P x P x P P x x dГ× + + + =δ                 (11) 

Ґрунтуючись на введених гіпотезах про постійність теплофізичних і 
геометричних характеристик в межах поперечного перерізу СЕ, 
використовуючи раніше обчислені інтеграли (2.29), а також після 
обчислення наступних інтегралів по площі поперечного перерізу: 

0  2121
2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

=∫∫

=

−=

=

−=

dxdxxxx

x

x

x

x

α ;      
144

1
)()(  212221

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

=∫∫

=

−=

=

−=

dxdxxx

x

x

x

x

, 

отримаємо: 

[ [ [
1 2 1 2

31 2 1 2

( , ) ( , )
1 1 1 1 1

( ( (1 )S S P P
i S S P P x

a T T S P g
= =± =± =± =±

= − ×∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∫
Μ

αβ α
α β βδχ δ δ  

1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

( , )

3 3 1 12
4 4 3 4

( 3)( 3)P P

S P S P S S P P
T

S P S P

+ + +
× ++ +α α β β

δ  

1 1 2 2 1 2 1 2
1 1 1 3
4 4 12 4

3

S P S P S S P P

S P

+ + +
+ ++

α
β

α α
δ  

]−






 ++++
16
1

144
1

48
1

48
1

21212211),(),(0 2121
PPSSPSPSTq PPSS δ  

] +






 +++− 3
21212211),(

),(

16

1

144

1

48

1

48

1
21

21 dxgPPSSPSPST
dt

dT
PP

SS o

δ

[ ++−+ −
±=±=±=
∑∑∑∫

2211
),(),(),(

111 12

3
)(

212121

121
3

g
PS

TT
C

а
SPSSSS

PSSVx

δθ  

1 2 1 2 1 2

1 2 2

11 32 2
( , ) ( , ) ( , )

1 1 1

3
( ) 0.

12S S S S S P
S S P i

S P
T T g g dx

=± =± =±

+ + − =
 

∑ ∑ ∑
o

θ δ  (12) 
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де a − коефіцієнт температуропровідності, T

V
a

C
=

λ
. 

Враховуючи довільність Tδ  рівняння (8) еквівалентне системі 
звичайних диференційних рівнянь з перемінними коефіцієнтами, яке в 
матричній формі набуває вигляду: 

[ 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , )
( , , , ) ( , , , )

1 1 1 1 1

S S
S S P P S S P P

i S S P P

T
C A

dt= =± =± =± =±

 − + + ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
Μ δ

 

{ }
1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , ) 0

1
S S P P S S ii

i

B T Q
=

+ =  ∑
Μ

;                              (13) 

де 

(1 2 1 2

1 2 1 2

0 0( , ) ( , ) 1 1 2 2
1 1 1 1

1 1
48 48S S P P

S S P P

Q q T S P S P
=± =± =± =±

= − + +∑ ∑ ∑ ∑ δ  

) 1 2 1 21 2 1 2 ( , , , )
1 1

144 16 S S P PS S P P B+ + +   -                           (14) 

компоненти вектора правих частин, які характеризуються інтенсивністю 
зовнішньої теплової дії,  

[ [ +
++

+++
−=

)3)(3(
4
1

2
3
1

4
3

4
3

)1(
21212211

),,,( 2121
ββαα

α
β

αβ
βα δ

PSPS

PPSSPSPS
gPSaA PPSS

 

]
o

g
PS

PPSSPSPS

3
4
3

12
1

4
1

4
1

21212211

+

+++
+

αα

α
βδ  -                       (15) 

коефіцієнти матриці теплопровідності, 

,
16

1

144

1

48

1

48

1
21212211),,,( 2121

o

gPPSSPSPSC PPSS 






 +++=  -           (16) 

коефіцієнти матриці теплоємності, 
o

gg
PS

C

а
В

V
PPSS

)3)(3(
),,,( 12

3
2121

αααα −−+= , - 

додаткові члени коефіцієнтів матриці теплопровідності для скінченних 
елементів, що примикають до граничної поверхні, що співпадає з 

координатною лінією nx . 
Для розв’язання системи диференційних рівнянь (13) приймається 

метод скінченних різниць. Вздовж часової координати t  вибирається 
скінченна множина N  точок nt  ),.....,1,0( Nn =  з кроком nt∆  таким 

чином, щоб нnn tt ==0
; кNnn tt == . Замінюючи похідну за часом в (13) 

скінченно-різнечевим алгоритмом другого порядку точності за схемою 
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Кранка-Ніколсона [6] і приймаючи в якості невідомих значення 
температури в вузлах сіткової області в момент часу 1+nt , маємо систему 

алгебраїчних рівнянь відносно 1
),( 21

+n
SST  

[
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1
( , , , ) ( , ) ( , , , )

1 1 1 1
2

n n
S S P P S S S S P P

S S P P

t
C T A+

=± =± =± =±

+ +∑ ∑ ∑ ∑
∆
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1
( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , )

1 1 1 1

n n
S S P P S S S S P P S S

S S P P

B T C T+

=± =± =± =±

+ = − ∑ ∑ ∑ ∑  

[ ] ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
( , , , ) ( , , , ) ( , ) 0 0 ,

2 2
n n nn n

S S P P S S P P S S
t t

A B T Q Q +− + + +
∆ ∆

           (17) 

або в матричному вигляді 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }nnnnn QTATCTATC 011 +−=+ ++ .               (18) 
 

2. Збіжність і точність приближених рішень в вісесиметричних 
нестаціонарних задачах теплопровідності. 

Розглянемо застосування розробленої методики по дослідженню 
температурних полів, що не встановились в конструкціях, які знаходяться 
в умовах конвекційного теплообміну з зовнішнім середовищем, 
температура якого змінюється з залежності від часу.  
Довгий циліндр. Чисельні дослідження проведемо при розв’язанні 

задачі нестаціонарної теплопровідності для довгого циліндру при 
конвекційному теплообміні між його поверхнею і навколишнім 
середовищем, температура якого 2θ  змінюється в залежності від часу t  

за законом 

2 0 1(1 ),kk e= + ⋅ τθ θ  

де 2
t
r

= ατ  - безрозмірний час, r  - радіус циліндру, Co8230 =θ , 

510557.0 −⋅=α  м2/с – коефіцієнт теплопровідності, 5473.01 −=k , 

6.53=k . 

Температура циліндра при 00 =t  прийнята Co323 , критерій теплової 

подібності 15i
r

В
⋅= =α

λ . 

Для даної задачі досліджувалась узгодженість рішення, яке отримане 
по розробленій методиці, з аналітичним рішенням [5], а також з 
чисельним розв’язком отриманим на основі використання просторово-
часових СЕ [3] в залежності від кількості СЕ по радіусу. Аналіз 
результатів показав, що при достатньо малій (5 СЕ) кількості елементів, 
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взятих по товщині циліндра, максимальна похибка не перевищує 3%, а 
десять елементів забезпечує точність х максимальною похибкою до 1%. 

На рис. 1 в вигляді ізоліній показано розподілення температури в 
циліндрі для моментів часу 180=t с, 300с, 420с, 540с. Суцільна лінія 
відповідає аналітичному розв’язку [5], штрихпунктирна – рішенню, яке 
отримане за МСЕ [3], а кружечками за розробленою методикою.  

 

 
Рис. 1 Нестаціонарне температурне поле суцільного циліндра 

 
Співставлення кривих аналітичного і наближених розв’язків, дозволяє 

констатувати, що запропонована методика досить добре узгоджується з 
аналітичним і чисельним розв’язком інших авторів. 

Необмежена пластина. Досліджуємо розподілення температури по 
товщині необмеженої сталевої пластини при конвекційному теплообміні 

між її поверхнею 1
2

hz ′ = +  і навколишнім середовищем. Поверхня 

1
2

hz ′ = −  передбачається ідеально теплоізольованою. Початкова 

температура пластини KT o2930 = , температура теплоносія 1273 K= oθ , 

коефіцієнт теплопровідності 51066.0 −⋅=α  м2/с. Критерій теплової 

подібності, що відповідає товщині пластини 008.0=h м, 2.0=⋅=
λ

α R
Вi . 

На рис. 2 в вигляді ізоліній показано розподілення температури по 
товщині пластини для моментів часу =t 5с, 10с, 15с, 20с, 30с, 60с. Як і в 
попередньому прикладі суцільна лінія відповідає аналітичному розв’язку 
[5], штрихпунктирна – рішенню, яке отримане за МСЕ [3], а кружечками 
за розробленою методикою. 
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Рис. 2. Розподілення невстановленої температури в необмеженій пластині 

 
Аналіз результатів показує, що в даному прикладі спостерігається 

добра збіжність наближених і аналітичного розв’язку.  
Висновок. Наведені розв’язки контрольних прикладів свідчать про 

достовірність отримуваних на основі розробленої методики результатів і 
її ефективність, як  по просторовій так і часовій координаті порівняно з 
методикою, що базується на використанні просторово-часових СЕ. 
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СТІЙКІСТЬ І КОЛИВАННЯ БУРИЛЬНИХ КОЛОН З 
ВНУТРІШНІМИ ПОТОКАМИ РІДИНИ В КАНАЛАХ 

ГОРИЗОНТАЛЬНИХ СВЕРДЛОВИН 
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вул. Суворова, 1, м. Київ. 01010 

 
 
У зв'язку з розробкою нових технологій видобутку вуглеводневих палив із сланцевих 

порід у нафтогазовій промисловості все більша увага приділяється задачам буріння похилих 
і горизонтальних свердловин. Специфіка процесів проходки таких свердловин полягає в 
тому, що на їх перебіг істотно впливають сили контактного і фрикційного взаємодії між 
поверхнею бурильної колони і стінкою свердловини, що виникають у таких випадках. У 
даній роботі поставлена задача про біфуркаційні випинання і малі згинні коливання 
бурильної колони, що обертається, яка лежить в каналі горизонтальної свердловини. З 
урахуванням сил тертя і додаткових реакцій в'язів виведені диференціальні рівняння, для 
яких побудовані розв’язки задач на власні значення про стійкість і вільні коливання колон 
скінченної й необмеженої довжини. 

Ключові слова: бурильна колона, горизонтальна свердловина, обертання, тертя, 
стійкість, коливання, моделювання. 

 
Вступ. Однією з найбільш актуальних проблем сучасної нафтогазової 

промисловості є вдосконалення технології буріння глибоких похило 
скерованих свердловин. Домінуюче положення в цій технології займає 
роторний спосіб. При його використанні, однак, часто виникають 
нештатні ситуації, до яких відносяться 

(1) втрата стійкості рівноваги бурильної колони за типом стисло 
закрученого стержня [3, 10, 12, 16]; 

(2) збудження поздовжніх і згинних коливань під дією нестаціонарних 
збуджень технологічного характеру [6, 7]; 

(3) збудження коливань кружляння, викликаних дисбалансом системи, 
конструкцією долота й геометричними недосконалостями всієї системи 
[1, 9];  

(4) ініціювання торсіонних коливань у результаті нелінійних 
фрикційних ефектів взаємодії долота з гірською породою [2]. 

Зазначені явища можуть призвести до аварій, пов’язаних з розривом 
труби бурильної колони й прихопленням долота. 

Найбільш типовою позаштатною ситуацією при бурінні є втрата 
стійкості й пружне біфуркаційне випинання колони. Задача про 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95                        133 
 

 

дослідження цього ефекту для вертикальних і похилих свердловин 
розглядалась у роботах [4, 5, 11, 13 – 15] без урахування фрикційних 
ефектів, що викликані обертанням бурильної колони. Вплив цих сил 
досліджено в роботі [8]. У даній роботі розглянута задача про стійкість та 
коливання бурильної колони, що обертається на дні прямолінійної 
горизонтальної свердловини. Враховані сили фрикційної взаємодії 
колони зі стінкою свердловини та в’язі, що реалізуються за рахунок їх 
контакту. Досліджено вплив сил інерції внутрішнього потоку промивної 
рідини на характер випинання колони в критичних станах і моди її 
вільних коливань. Встановлено, що в результаті впливу коріолісових сил 
інерції цього потоку коливання колони можуть бути реалізовані лише у 
формі біжучих хвиль, причому швидкості розповсюдження цих хвиль у 
напрямку руху потоку й проти нього мають різні значення. 

1. Розв’язувальні співвідношення критичної рівноваги й 
коливань горизонтальної бурильної колони. Розглянемо стан 
квазістатичної рівноваги бурильної колони (рис. 1) при її стаціонарному 
обертанні з кутовою швидкістю ω  на дні горизонтальної прямолінійної 
свердловини.  

 

 
Рис. 1 

 
Колона стиснута осьовою силою zF , її поздовжні рухи відсутні. 

Міжтрубний зазор системи дорівнює a . Завдяки його наявності, колона 
може згинатися та здійснювати поперечні коливання, залишаючись у 
контакті циліндричною поверхнею свердловини. У результаті цих рухів 
між колоною та стінкою свердловини генерізуються орієнтовані в 
окружному напрямку розподілені кулонівські сили тертя ковзання 
тер контf fµ≤ , де µ  – коефіцієнт сухого тертя, контf  – розподілені 

сили контактного тиску. 
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По досягненні величиною терf  граничного значення контfµ  дотичні 

поверхні приходять у відносний рух і реалізується динамічне тертя-

ковзання, при якому сила тертя зберігає своє граничне значення контfµ , 

яке не залежить від швидкості v . 
Приймемо, що в даному випадку БК обертається з постійною кутовою 

швидкістю ω  та в зоні контакту елементарні ділянки поверхні БК 
ковзають по поверхні свердловини зі стаціонарною позитивної відносною 

швидкістю стv . При цьому тер контf fµ= . Нехай потім при втраті 

стійкості чи малих коливаннях швидкість стv  отримала малі прирости 

vδ± , але при цьому повна швидкість стv v vδ= ±  зберегла позитивне 

значення. У цьому випадку сила тер контf fµ=  залишиться незмінною. 

Ця властивість збереження силою тертя свого постійного значення при 
малих переміщеннях і швидкостях коливань використовується нижче при 
постановці задач про згинанні БК. 

Під дією сил тертя труба, що обертається, перекочується вгору по 
поверхні свердловини і займає деяке граничне положення, в якому 

розподілена сила контf
r

 контактного тиску зменшується, а внаслідок 

цього зменшується і сила тертя-зчеплення терf
r

, що переходить потім у 

силу тертя-ковзання. У цьому положенні діюча на трубу розподілена сила 
тяжf

r

 тяжіння врівноважується силами контf
r

, терf
r

 та БК знаходиться в 

стані рівноваги. Однак якщо на трубу діє осьова стискаюча сила zF
r

, то 

при деякому її значенні цей стан може виявитися нестійким і відбудеться 
випинання колони. Задача дослідження цього ефекту істотно 
відрізняється від задачі ейлеровой втрати стійкості стержня, оскільки на 
колону крім того діють сили інерції внутрішнього потоку рідини і по всій 
її довжині накладені додаткові в'язі, що обмежують її переміщення по 
поверхні свердловини. Тому для аналізу стійкості БК, що обертається, 
спочатку визначимо положення її рівноваги, а потім будемо досліджувати 
його стійкість. 

У стаціонарному стані БК, що обертається, відхилена від вісі Oy  на 

кут θ  (вона прямолінійна), і на неї діють сили тяжf
r

, контf
r

 і терf
r

. 

Оскільки при цьому БК зберегла свою прямолінійність, додаткові сили 
інерції від рухомого потоку промивної рідини залишаються рівними 
нулю. Спроектувавши зазначені сили на нормаль та дотичну до 
поверхонь БК та свердловини в точці їх контакту, отримаємо 
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cos 0,

sin 0.

конт тяж

тер тяж

f f

f f

θ

θ

− =

− =
                                       (1) 

Відповідно до закону тертя Кулона при ковзанні тер контf fµ= . Тоді 

з (1) випливає, що 

cos ,

sin .

конт тяж

тер тяж

f f

f f

θ

θ

=

=
                                          (2) 

Підставляючи вираз для терf  у другу рівність системи (1), отримаємо  

cos sin 0µ θ θ− =       або      tgθ µ= .                           (3) 

Таким чином, в результаті обертання БК, що лежить на дні каналу 
горизонтальної свердловини, залишається прямолінійною і відхиляється 
під дією сил тертя від свого нижнього положення на кут θ , рівний куту 
тертя arctgµ , що узгоджується з загальним уявленням про рівновагу тіла 

на похилій шорсткуватій площині. Для перевірки стійкості цього стану 
складемо рівняння пружної рівноваги елемента труби довжиною dz  в 
збуреному стані. Відзначимо, що в цьому стані до описаних вище 
зовнішніх сил, що діють на БК, додаються також розподілені сили інерції 
внутрішнього потоку промивної рідини. Рівняння рівноваги моментів 
відносно нормалі до контактуючих поверхонь записується у вигляді: 

0zd M Qdz F a dδ δ δθ− − = .                                  (4) 

Тут символ δ  позначає приріст відповідної величини, викликаний 
малим пружним згинанням труби БК в результаті малої зміни кута нахилу 

( )zδθ  кожного її елемента; d  – символ, що позначає приріст відповідний 

функції, пов'язаний з приростом dz  її аргументу z ; ( )M z  –внутрішній 

згинальний момент; ( )Q z  – внутрішня перерізуюча сила. 

При втраті стійкості колона набуває викривленої конфігурації, її 
елементи займають нові положення, сили тертя і гравітації змінюються на 

величини терfδ , тяжfδ  та промивна рідина починає рухатися всередині 

викривленого каналу, генеруючи додаткову відцентрову силу інерції 
рідfδ . 

З умови балансу всіх сил, прикладених до елементу в окружному 
напрямку, дотичному до контактуючих поверхонь, маємо 

( sin ) 0тер тяж рідd Q f dz f dz f dzδ δ δ θ δ− + + = .                    (5) 

Перетворимо рівняння (4), (5) до вигляду 
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z
d M dQ aF

dz dz
δ δθδ = − , ( sin ) 0тер тяж рідd Q f f f

dz
δ δ δ θ δ− + + = .   (6) 

Використовуючи вираз 
2

2
( )dM EI a

dz
δ δθ=                                         (7) 

і рівності, що випливають з (1), (2)  

( cos ) sin ,

( sin ) cos ,

тер конт тяж тяж

тяж тяж

f f f f

f f

δ µδ µδ θ µ θ δθ

δ θ θ δθ

= = = − ⋅

= ⋅
          (8) 

а також рівність, що визначає силу інерції від потоку рідини [10] 
2

2
2

рід
рід

df V a
dz

δθδ γ= , 

одержимо рівняння пружного критичного стану БК 
4 2 2

2
4 2 2

( sin cos ) 0gr
z рід

d d daEI aF V a f
dz dz dz

δθ δθ δθγ µ θ θ δθ− + + + = .    (9) 

Тут V  – швидкість руху рідини, рідγ  – погонна густина. 

За допомогою (3) виразимо в (9) кут θ  через µ . Тоді 

arctgθ µ= , 
2

sin
1

µθ
µ

=
+

, 
2

1cos .
1

θ
µ

=
+

                  (10) 

Вважаючи кут δθ  малим, введемо величину u aδ δθ= , що 

представляє собою функцію малого пружного переміщення елементів БК 
у площині, дотичній до стичних поверхонь. 

Виконавши в (9) заміни (10) і підстановку u aδ δθ= , побудуємо 

остаточне розв'язувальне рівняння 
24 2 2

2
4 2 2

1
0тяж

z рід
d u d u d uEI F V f u

adz dz dz

µδ δ δγ δ
+

− + + = .       (11) 

Воно визначає критичний стан БК, що обертається, на дні каналу 
горизонтальної свердловини в стані, відхиленому від нижнього 
положення на кут arctgθ µ= . Відзначимо, що при 0µ =  і 0V =  це 

співвідношення зводиться до відомого рівняння [15] 
4 2

4 2
0

тяж

z
fd u d uEI F u

adz dz
δ δ δ− + = ,                          (12) 

побудованому в припущенні відсутності сил тертя між БК і стінкою 
свердловини. 
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Обидва ці рівняння аналогічні рівнянням рівноваги балки на пружній 

основі з коефіцієнтом постелі 21тяжk f aµ= +  для (11) і тяжk f a=  

для (12), хоча скельна порода прийнята абсолютно жорсткою і грає роль 
в'язі, накладеної на переміщення БК. 

2. Критичні стани БК, що обертаються в горизонтальній 
циліндричній порожнині свердловини. Рівняння (11) є однорідним, 
тому має тривіальний розв'язок ( ) 0u zδ ≡  при будь-яких значеннях 

осьової сили ( )F z . Значення ( )F z , при яких це рівняння має нетривіальні 

розв’язки ( ) 0u zδ ≠ , є біфуркаційними. У цих станах БК втрачає стійкість 

своєї прямолінійної форми і випинається. Розглянемо спочатку випадок 
втрати стійкості БК необмеженої довжини L = ∞ . Ненульовий розв'язок 
рівняння (11) представимо у вигляді (рис. 2) 

( ) sin( / )u z c zλδ δ π λ= .                              (13) 

Тут λ  – довжина напівхвилі втрати стійкості. 
 

 
Рис. 2 

 
Підставивши (13) у (11), отримаємо характеристичне рівняння 

( )
24 2

2
4 2

1
0z рідEI F V

a
µπ πγ

λ λ
+

+ − + = ,                     (14) 

що визначає власні значення ( )2
z рідF V

λ
γ−  при обраному λ  

( )2 2 2 2 2 21 ( )тяж
z рідF V E I f a

λ
γ π λ λ µ π − = + +

  
.       (15) 

Критичне значення різниці 2
z рідF V γ−  досягається при λ , що 

мінімізує цю величину. З умови 

( )2 0z рідd F V d
λ

γ λ− =                                (16) 

отримуємо критичне значення різниці 

( )2 22 1
кр

тяж
z рідF V E I f aγ µ− = − + .                 (17) 

Відповідне йому λ  дорівнює 
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24 1кр тяжEI a fλ π µ= + ⋅ .                         (18) 

Якщо довжина L  БК обмежена і на її кінцях здійснюються умови 
шарнірного закріплення, то нетривіальні розв'язки рівняння (11) слід 
шукати у вигляді 

( ) sin( / ), 1, 2,nu z c n z L nδ δ π= = K .                 (19) 

Представивши (19) в (11), отримаємо 

( ) ( ) ( ) 22 2
2 1

, 1, 2,
кр

тяж
z рід

n LF V EI f n
L n a

µπγ π
+

− = − − = K .    (20) 

Таким чином, кожному значенню n  в рівності (20) відповідає своє 

значення різниці ( )2 кр

z рідF V γ− . Оскільки практичний інтерес 

представляє тільки найменше за модулем значення цієї величини, 
необхідно праву частину в (20) мінімізувати по n . Для цього необхідно 

обчислити похідну ( )2
z рідd F V dnγ−  і прирівняти її до нуля. В 

результаті отримаємо 

28 41
тяж

кр fLn
E I a

µπ= + ⋅ .                                 (21) 

Оскільки знайдене значення крn  в загальному випадку не є цілим, для 

практичного використання необхідно взяти два найближчих до крn  цілих 

n  і вибрати з них те, яке забезпечує найменше величини ( )2 кр

z рідF V γ− . 

Як приклад розглянемо випадок 112,1 10E Па= ⋅ , 5 41,555 10I м
−= ⋅ , 

316,35 /тяжf Н м= , 0,32µ = , 0,04a м= , 500L м= . При цих 

значеннях за формулою (21) знайдено 36,03крn = , після чого підраховані  

( )2 5

36
3,293 10

кр

z рідF V Hγ− = − ⋅ , ( )2 5

37
3,302 10

кр

z рідF V Hγ− = ⋅ . Звідси 

випливає, що критичне значення цього параметра дорівнює 

( )кррідz VF
36

2γ− , а число півхвиль у формі бифуркационного випинання 

становить 36n =  при довжині / 13,89L n мλ = = . 
Важливо відзначити, що в поставленій задачі про стійкість БК у каналі 

горизонтальної свердловини осьова сила zF  і величина 2
рідV γ  складають 

один визначальний параметр і надають однаковий вплив на стійкість 
колони. Причому, оскільки права частина рівності (20) завжди від'ємна, 
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то від'ємною повинна бути і різниця ( )2 кр

z рідF V γ− . Оскільки 2
рідV γ�  

теж від'ємна, то можлива ситуація, коли втрата стійкості БК настає і при 

розтягувальній осьовій силі 2
z рідF V γ< . Якщо ж сила 0zF <  – 

стискаюча, то потік рідини тільки знижує величину критичної сили zF . 

3. Власні коливання БК. Вище показано, що БК, що обертається в 
горизонтальній свердловині, під дією постійних сил тертя, орієнтованих у 
окружному напрямку, перекочується вгору по поверхні свердловини і 
встановлюється у стан стаціонарного обертання під кутом arctgθ µ= . 

Досліджуємо малі згинні коливання БК відносно цього стану. Приймемо, 
що швидкості ковзання БК по поверхні свердловини в результаті 
коливань не перевищують швидкість її ковзання, викликану обертанням, 
тому при коливаннях додаткові сили тертя не виникають. У цьому 
випадку для побудови рівняння динаміки достатньо в ліву частину 
співвідношення (12) додати доданок  

2 2

2 2
ін

тр тр
uf a

t t
δθ δδ γ γ∂ ∂= =

∂ ∂
,                             (22) 

що визначає силу інерції infδ . Тут трγ  – погонна густина труби БК. У 

підсумку одержимо рівняння вільних коливань  
2 24 2

2
4 2 2

2z рід рід

u ud u d uEI F V V
z tdz dz z

δ δδ δ γ γ∂ ∂− + + +
∂ ∂∂

 

2 2

2

1
( ) 0.тяж

рід
uf u

a t

µ δδ γ γ
+ ∂+ + + =

∂
                     (23) 

Безпосередньою підстановкою  

( , ) sin sin
z

u z t c kt
πδ δ λ
 =   

,                               (24) 

можна переконатися, що коливання колони з внутрішнім потоком не 
можуть відбуватися у формі стоячих хвиль (24), тому їх потрібно шукати 
в формі біжучих гармонійних хвиль. 

( , ) sin
z

u z t c kt
πδ δ λ
 = −  

,                                  (25) 

Тут /π λ  – хвильове число, k  – циклічна частота. Ці параметри 
визначають фазову швидкість поширення гармонійної хвилі 

/v k λ π= .                                               (26) 
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Для отримання залежності між k  і λ  необхідно в рівнянні (23) 
замість змінної ( , )u z tδ  підставити праву частину рівності (25). В 

результаті отримаємо дисперсійне рівняння  

( )4 2
2

4 2
2z рід рідEI F V V kπ π πγ γ λλ λ

+ − + +  

2
21

( ) 0.тяж
рідf k

a
µ

γ γ
+

+ − + =                           (27) 

Воно має розв'язок у формі  

( )

1,2

24 2
22

4 2

( )

1

.
( )

[ ]

рід

рід

тяж
z рід

рід

рід рід

V
k

EI F V fV a

γ π
γ γ λ

µπ πγγ π λ λ
γ γ λ γ γ

= ⋅ ±
+

+
+ − +

 
± ⋅ + + + 

    (28) 

З його допомогою вираз для фазової швидкості  

( )

1,2

2 22
22

2 2

( )

1

.
[ ]

рід

рід

тяж
z рід

рід

рід рід

V
v

EI F V fV a

γ
γ γ

λ µπ γγ λ π
γ γ γ γ

= ±
+

+
+ − +

 
± + + + 

      (29) 

На рис. 3 наведені дисперсійні криві (28) у діапазоні 10 50λ≤ ≤  м для 

випадку 112,1 10E Па= ⋅ , 1 0,08415r м= , 2 0,07415r м= , 4 4
1 2( )/4I r rπ= − , 

39 /кг мγ = , 26 /рід кг мγ = , 0,32µ = , 307тяжf Н м= , 0,04a м= , 

20 /V м с= , 

2 20,5 2 1тяж
z рідF EI f a Vµ γ = ⋅ − + +  

 (криві 1,1k , 2,1k ),  

2 20,75 2 1тяж
z рідF EI f a Vµ γ = ⋅ − + +  

 (криві 1,2k , 2,2k ),  

2 20,95 2 1тяж
z рідF EI f a Vµ γ = ⋅ − + +  

 (криві 1,3k , 2,3k ).  

Вони дають можливість простежити як значення zF  впливає на 

характер цих кривих. 
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Розглянуто також випадок, коли величина zF  була фіксована 

( 20,5 1тяж
zF EI f aµ= − + ), а швидкість рідини V  приймала 

значення 15, 30V =  і 40м с  (відповідно криві 1,1k , 1,2k , 1,3k , 2,1k , 2,2k , 

2,3k  на рис. 4). 

У цьому ж діапазоні зміни довжини напівхвилі λ  були побудовані 
графіки фазових швидкостей 1v  і 2v  (формула (29)). Рис. 5 відповідає 

значенням параметрів, що використовувалися для побудови графіків на рис. 
3, рис. 6 відповідає випадку, що представлений на рис. 4. На них суцільні 
криві відповідають швидкості 1v , пунктирні криві – швидкості 2v . Як видно, 

із збільшенням V  відмінності цих кривих стають помітнішими. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3  

10 20 30 40 50

-20

-10

0

10

20

1,1k  

мλ,  

ckk /1,, 21  

1,2k  

2,1k  

2,2k  

3,1k  

3,2k  

10 20 30 40 50

-20

-10

0

10

20

Рис. 4  

мλ,  

ckk /1,, 21  

1,1k  

1,2k  

2,1k  

2,2k  

3,1k  

3,2k  

мλ,  

3,1v  

2,2v  

2,1v  

1,2v  

10 20 30 40 50

-200

-100

0

100

200

Рис. 6  

cмvv /,, 21  

1,1v  

3,2v  

1,1v  

3,2v  2,2v  
мλ,  

3,1v  
2,1v  

1,2v  

Рис. 5  

cмvv /,, 21  

10 20 30 40 50

-200

-100

0

100

200



142                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 

 

 

Відзначимо три важливі властивості, якими володіють ці розв'язки. 
По-перше, вільні коливання бурильної колони, яка обертається, з 
внутрішнім потоком рідини і лежить на дні горизонтальної свердловини, 
можуть бути реалізовані тільки у формі біжучих гармонійних хвиль. 

По-друге, оскільки фазова швидкість хвилі залежить від довжини 
напівхвилі λ , виявляється, що згинні гармонійні хвилі з різними 
довжинами поширюються уздовж осі БК з різними швидкостями. Це 
означає, що згинна хвиля довільної форми при переміщенні змінює свій 
профіль, тобто диспергує, а без дисперсії можуть поширюватися тільки 
синусоїдальні (косинусоїдальні) хвилі. Причому швидкості цих хвиль 
зростають зі збільшенням поздовжньої розтягуючої сили zF  і 

зменшенням міжтрубного зазору a . 
По-третє, як випливає з рівності (29), для кожного напрямку і значення 

швидкості V  течії промивної рідини й кожного значення довжини 
напівхвилі λ  існує два різні значення фазової швидкості 1v  і 2v . Це означає, 

що одна і та ж гармонійна хвиля може розповсюджуватися з двома різними 
швидкостями. Причому, так як другий доданок під коренем в правій частині 
рівності (28), як правило, по модулю більше першого доданка, то швидкості 

1v  і 2v  відрізняються знаками. Тому дві встановлені хвилі з однаковими 

довжинами поширюються в протилежних напрямках уздовж осі БК з 
різними за модулем швидкостями. 
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Andrusenko E.N., Glazunov S.N.  
STABILITY AND VIBRATION OF DRILL STRINGS WITH INTER NAL FLOWS OF 
LIQUIDS IN THE CHANNELS OF HORIZONTAL BORE-HOLES 

In connection with elaboration of new technologies of hydrocarbons extraction from shales, in 
the oil and gas industry, the great attention is payed to the problems of drilling inclined and 
horizontal bore-holes. The peculiarities of these bore-hole drivage consist in essential influence of 
friction and contact forces on proceeding of drilling processes. In this paper, the problem about 
bifurcational buckling and small bending vibration of a rotating drill string lying in the channel of a 
horizontal bore-hole is stated. With allowance made for friction forces and additional constraint 
reactions, differential equations are deduced, their eigen-value solutions describing stability and 
vibration of the drill string of finite and infinite lengths are received. 

Key words: drill string, horizontal hole, rotation, friction, stability, vibration, modeling. 
 
 
Андрусенко Е.Н., Глазунов С.Н. 
УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ БУРИЛЬНЫХ КОЛОНН С ВНУТРЕННИМИ 
ПОТОКАМИ В КАНАЛАХ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ СКВАЖИН 

В связи с разработкой новых технологий добычи углеводородных топлив из сланцевых 
пород в нефтегазовой промышленности все большее внимание уделяется задачам бурения 
наклонных и горизонтальных скважин. Специфика процессов проходки таких скважин 
заключается в том, что на их протекание существенное влияние оказывают возникающие в 
таких случаях силы контактного и фрикционного взаимодействия между поверхностью 
бурильной колонны и стенкой скважины. В данной работе поставлена задача о 
бифуркационном выпучивании и малых изгибных колебаниях вращающейся бурильной 
колонны, лежащей в канале горизонтальной скважины. С учётом сил трения и 
дополнительных реакций связей выведены дифференциальные уравнения, для которых 
построены решения задач на собственные значения об устойчивости и свободны колебаниях 
колонн конечной и неограниченной длины. 

Ключевые слова: бурильная колонна, горизонтальная скважина, вращение, трение, 
устойчивость, колебания, моделирование. 
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This paper proposes a new type of insulator, has both insulating and damping properties to 
improve the operational reliability of overhead power lines' structures (OHPL). In order to assess 
an effectiveness of the new insulator's design have made laboratory tests of a insulator model with 
different types of elastomer seals, differed of the rubber marks and the type of reinforcement. An 
experiment consist of two stages: at the first stage an object of study has been exposed to cyclical 
vibration, at the second – the impact of an impulsively load.  Results of the research showed, that 
the most effective are the elastomeric gasket with a minimum rigidity characteristics without 
reinforcement. Using insulators with such dampers allows to reduce the first maximum impulse to 
a support by an average of 20% and reduce the frequency and amplitude characteristics of the 
system. Based on this was developed a new type of elastomer reinforcing with steel sheet elements 
in the form of a truncated cone.  

Key words: damper, elastomeric gasket, string of insulators, lattice support, overhead 
transmission power line.  

 
Introduction 
The main drawback of currently used insulators is to use materials with low 

damping properties [1 – 4]. For this reason, usually occur weakly damped 
oscillations in the rod of the insulator under the influence of external excitation 
forces [5 – 7]. This paper presents the experimental research into the use of 
elastomeric materials to stabilize the power grid structures. 

Based on the theoretical research was proposed the design of damper device 
shown in fig. 1. The distinguishing feature of this design is that the damping 
assembly which consists of two delta-shaped staples, perceive tensile load, 
causes in the gasket of elastomer compression deformation. Thus, it is possible 
to use flexible elastomeric damper, suspension and conductor-stayed systems. 
On the power lines such element can be mounted into the polymer insulator 
strings, the more that the elastomeric gasket is a good dielectric [8, 9]. 
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1. Design of the damper device 
The new type of insulator proposed in this paper (fig. 2) having an 

insulating and damping properties simultaneously and can be used to improve 
the operational reliability of overhead lines owned by the enterprises of 
electrical networks. 

 

 
 

Fig. 1. The damper’s general 
view 

Fig. 2. The insulator with the damper 

 
The insulator, showed in fig. 2, consists of FRP rod 1 and fixed at its ends 

of metal end fittings 2, 3 with connecting elements 7, 8, which are covered 
with a protective sheath 4 of a dielectric polymer material. Between the lower 
end fitting 3 and the element 7 inserted damping assembly in the form of two 
delta-shaped staples 5, 6 are connected in series with a gasket disposed 
therebetween elastomeric material 9 is of a cylindrical form. 

2. The methodology of experimental researches 
In order to assess the effectiveness of the above designs were conducted 

laboratory tests of model insulator strings, which were introduced damping 
assembly. 

During the experiment used elastomeric gasket provided by Ukrainian 
Research, Design and Technology Institute of elastomeric materials and 
products (URDTI «DINTEM»), Dnepropetrovsk city [10]. 

The main purpose of the tests was to determine the effectiveness of the 
proposed design under dynamic loads and impacts to the OHPL supports from 
the electrical cabels and ground wires and an evaluation the structural damping, 
depending on the type and design of the elastomeric gasket. 
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So elastomeric materials have a pronounced nonlinear properties, and the 
data about physical and mechanical properties are clearly insufficient to carry 
out theoretical studies, it was decided to establish a simple methodology to 
assess the complexity with minimal vibration damping properties of 
elastomeric materials in the proposed design. 

According to the proposed methodology were tested insulator strings with 
different types of elastomer gaskets, rubber marks, and differing types of 
reinforcement. The experiment consisted of two stages. At the first − stage 
research object exposed to cyclical vibration load, at the second – to 
impulsively load. Tests were conducted in December 2014 in the Testing 
Center of Donbass National Academy of Civil Engineering and Architecture at 
a temperature of +10C. 

2.1. Tests of the insulator strings with damping unit on the action of 
the cyclic vibration load 

 

 

Fig. 3. The scheme of insulators 
strings' tests under cyclic load:  
1 – a support;  
2, 6  – a model of a string;  
3, 5 – the damper;  
4 – the elastomeric gasket;  
7 – a dinamometr;  
8 – a wire;  
9 – a metal frame;  
10 – a weight load;   
11 – the vibrator;  
12 – the DC motor;  
13 – a strenght;  
14 – the power supply;  
15 – a monitoring system;  
16 – PC;  
17 – strain gauges 

 
The insulator was modeled using a steel pipe with a diameter of 22 mm, 

which was introduced on hinges damping assembly. The total length of the 
string was 1.5 m. Strings of similar length are used on real lines with voltage of 
110 kV. 

The testing scheme of insulator strings by the cyclical load is shown in fig. 3. 
Prior to the tests, was a preliminary calibration of strain gauges readings (in 

cross-section has 6 strain gauges), located in the stringd between the damper 
and the wire, between the damper and the support by comparing the readings 
with the latest readings of the dynamometer by-step application of the load unit 
weight loads. 
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To the suspended insulator strings through the conductor sent the load form 
the weight load , on which was established vibrator, with the help of which 
excited oscillates system (fig. 4).  
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 Fig. 4. The test model’s general view 
Fig. 5. Spectral dependences: а – the model 
without elastomeric gasket; b – with gasket 

 
Controlled parameters were voltage in insulator strings between the damper 

and the wire and between the damper and the support, measured by the strain 
gauges of resistance and also the force in the connecting conductor, measured 
with a dynamometer. Variable parameters were the mass of the weight load 
load and the frequency of exposure. 

In order to assess natural frequencies of structural vibrations were built 
spectras using a Fast Fourier Transform (FFT). As seen in fig. 5 the use of 
elastomeric gasket reduces the first natural frequency of the system from 6.2 to 
5.5 Hz. Thus, when applying the described damper may apply so-called 
"frequency tuning." 

In fig. 6 can see the characteristic recording of the signal implementation by 
the time. The values of the vertical axis corresponds to the voltage in kgf / cm2, 
the line voltage shown in the body of between damper and−strings between the 
wire and damper broken lines support. 
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2.2. Tests of the insulator strings with damping unit on the pulse 

loading at breakage of wires 
To study the damping properties of the proposed insulator have been 

conducted researches of the dynamic behavior under the influence of the 
impulse loading from the wire breakage. As the object of study was used the 
span model of wire between the anchor and intermediate supports. The case of 
wire breakage was simulated in the second span fromthe anchor support. The 
experimental scheme is shown in fig. 7. 

The wire was modeled using a steel conductor with a diameter of 10 mm 
(fig. 8) with equivalent stiffness properties. The span length is 30 m. To create 
a design load the span of electrical conductor were pre-loading using the unit 
weight loads by mass 10 kg, is rigidly attached to the wire. 

 

 

Fig. 7. Driving test insulator strings cyclical load: 1 – a support; 2 – wire; 3 – dynamometers; 4 
– loads; 5 – model garlands; 6, 8 – damper; 7 – elastomeric gasket; 9 – breaking bracket; 10 – 

monitoring system; 11 – PC 

 
Breakage was carried out using a discontinuous brackets. During the 

breakage were measured: the moment of the conductor's breakage, a traction in 
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the wire near the insulator, a strenght in the insulator rod between the damper 
and the support and between the damper and the conductor is carried out using 
the monitoring system of building structures "UMSK-1." The frequency of the 
parameters removal was 64 Hz. 

The open architecture of the "USMK-1" enabled mobile make and 
implement the breakage sensor, the principle of action is based on breaking the 
electrical circuit [11–13]. During the experiment achieved tension in the 
conductor from 1000 to 9000N, with a step of 100N. 
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Fig. 8. The insulator string’s general view 
Fig. 9. Change forces in the insulator's rod:              
а – without estameric gaskets; b – with 

elastomeric gasket 
 

Fig. 9,а shows the change of forces for the insulator without elastomeric 
gasket (S1 − forces in the rod between the damper and the conductor, S2 − 
forces in the rod between the damper and the support). Fig. 9,b shows forces in 
the insulator with the gasket without reinforcing (SQ2 − the traction of in the 
conductor, S2 − forces in the rod between the damper and the support, S1 − 
forces in the rod between the damper and the conductor). 

Although the use of FFT (fig. 10) allows to judge about the frequency shift 
of the system with the introduction one or other damper, but to evaluate the 
vibration damping properties by the frequencies is difficult [14, 15]. 

The most complete information about the oscillations damping by the 
elastomeric element on frequencies can be obtained on the basis of the filtering 
the digital signal implementation obtained by using Haar transformation [16, 
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17, 18]. With its help, in fact, carried out a multi-stage digital filtering the 
signal through a set of filters, low and high frequency with constant relative 
transmittance [19]. 
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Fig. 10. The spectra: а – without estameric gaskets; b – with elastomeric gaske. 
 

The construction of discrete Haar transformation begins from the 
determinaion of the scaling function ϕ(u), depending on the of some 
restrictions and is used to specify the "mother" function ψ(u). The basis 
functions, which representing the signal, defined by extensions ψ(u). The form 
of "mother" transformation is not unique and depends on the desired order of 
the transformation. The analyzed signal must consist of 2M samples, where М – 
whole number. During the the conversion the signal is decomposed into М+1 
levels (i=1,0,1, ..., М+1). Each i-th level consists of k = 2i partially overlapping 
basis functions are equally distributed in the interval 2М/k. The realization of 
the signal is uniquely determined by the expression: 

12

1 0

( ) (2 ), 0 ( ) ,

jN
j

j k

x t A t k T x t Tν ψ
−

= =
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where ψ(2i⋅t - k⋅T) – Haar functions, t - time. 
Through the ratio given the function algorithm of normalized low-

frequency and high-frequency digital filters. Setting the value of “M” 
practically determines the "Tree" of digital signal filtering. As a result of the 
decomposition of the signal is a set of implementations that display the time 
dependence of the filtered frequency bands in normalized components of the 
original signal. In this frequency band fi for each implementation associated 
with the sampling frequency and the signal fв may be determined as follows: 

1
; .

2 2
в в

i i i

f f
f +

 ∈ 
 

                                            (2) 

Thus, the use of Haar transform allows you to explore a broadband signal, 
detailing it in the normalized frequency bands. Thus it is possible to identify 
the characteristics of the signal hidden in its initial implementation. Filtered 
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implementation can be further analyzed by conventional means of statistical 
processing of signals. 

The highest frequency in the transformation is determined using the 
Kotel'nikov theorem. So, the sampling frequency signal is 64 Hz, the lower 
frequency will be 32 Hz. Fig. 11 graphs d1-d6 correspond to octave band 
signals expansion f ∈ [0,5; 32] Hz. 

 

  
а b 

Fig. 11. Discrete Haar transformation: а – the signal between the damper and conductor; b – 
the signal between the damper and support 

 
From the analysis of the results can be concluded increasing of dissipative 

properties of the elastomeric gasket with increasing frequency the disturbing 
force. To quantify this fact was introduced stabilization factor, which is the 
ratio of the amplitude of the system oscillation before the damper (2A ), and 

after the damper (1A ): 

2

1
.n

A
Y

A
=                                                   (3) 

Analysis of the results allowed to reveal the dependence of attenuation 
coefficient on the frequency (fig. 12) and the magnitude of the pre-compression 
damping (fig. 13). 

The graph on fig. 12 is built on the tests´basis of the insulator strings by 
cyclical load: 
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where n − the number of oscillation´s periods in the implementation of the 
selected target frequency oscillations; М2,1 − the maximum of realization for 
the period before and after the damper respectively; S2,1 − the average value of 
the selected implement, before and after the damper. 

 

  
Fig. 12. Dependence of the stabilization of 

the frequency of the disturbing force 
Fig. 13. Dependence of the stabilization of 

the value of the compressive force 

 
The graphs in fig. 12 and 13 show an increase of the vibration damping 

properties of elastomers with increased frequency and decrease the amount of 
compressive force. However, if the dependence of the frequencies managed to 
build quite precisely, to establish Yn depending on the compression force to 
simulate a real forces arising from the conductor breakage of overhead lines of 
220 kV and above, it was not possible, because the conductor´s tension of data 
overhead lines up to several tons . 

3. The proposed reinforcement type of elastomeric parts 
As an alternative, we propose a new type of reinforcement of elastomeric 

parts. A feature of this type is the reinforcement of the elastomer by the sheet 
steel elements in the form of a truncated cone. In fig. 14,а is shown rubber 
reinforced supporting part (RRSP) with conical reinforcement; in fig. 14,b a 
lower support plate rigidly attached the locking element in the form of a cone; 
in fig. 14,c RRSP enclosed in a steel beaker. The reinforcing elements are 
derived from pairwise elastomeric body and fixed to the lower and upper 
support plates. 

 

 
                      a                                                 b                                                     c 

Fig. 14. The proposed types of the reinforcement of RRSP: 1 − elastomeric material, 2 − cone steel 
sheets, 3 − support plates, 4 − the locking element in the form of a cone , 5 − steel beaker 



154                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 

 

 

In the proposed RRSP is 
possible application of the 
most soft elastomers. The 
conical reinforcement 
facilitates the fullest use of the 
height of the elastomer 
material, and the use of the 
steel beaker, in this case, 
promotes deformation of the 
elastomer along the line of 
action of force, which also 
contributes to more efficient 
damping. 

To reduce the dynamic 
impacts in the area of lattice 
towers´bases of overhead lines 
proposed to establish new 
types of RRSP under steel 

plates of the support´s bases (fig. 15). The use of dampers in this case will not 
only damping of oscillations in the base area, but also allow you to change and 
adjust the natural frequencies of the tower supports, ie to apply the so-called 
frequency detuning. 

4. Conclusions 
1. Analysis of test results showed a fairly clear  dependence of the dissipative 

properties increase of the system while reducing the stiffness parameters of 
elastomeric seals. This served as the basis for developing a new type of  the steel 
sheetreinforcement of elastomer elements in the form of a truncated cone. 

2. The experimental results showed that the most effective are the 
elastomeric gasket with a minimum rigidity characteristics (a hardness by 
Shore is 40) without reinforcement. Using insulators with such dampers allows 
to reduce the first maximum impuls to the support by an average of 20% and to 
reduce the frequency and amplitude characteristics of the system. 

3. During the processing of the experimental data was set ineffectiveness of 
horizontal reinforcement of RRSP, because stabilizing effect observed in the 
range of 3% and is comparable to the experimental error. 
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Прядко Ю.Н., Танасогло А.В., Гаранжа И.М. 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭЛАСТОМЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
ДЛЯ СТАБИЛИЗАЦИИ КОЛЕБАНИЙ ЭЛЕКТРОСЕТЕВЫХ КОНСТРУКЦИЙ  

В статье предложен новый тип изолятора, обладающий одновременно изолирующими и 
демпфирующими свойствами для повышения эксплуатационной надежности конструкций 
воздушных линий (ВЛ). Для оценки эффективности применения новой конструкции 
изолятора выполнены лабораторные испытания модели изолятора с различными типами 
эластомерных прокладок, отличающихся маркой резины и типом армирования. 
Эксперимент состоял из двух этапов: на первом этапе объект исследования подвергался 
воздействию циклической вибрационной нагрузки, на втором − действию импульсивной 
нагрузки. Результаты исследований показали, что наиболее эффективными являются 
эластометные прокладки с минимальными жесткосными характеристиками без 
армирования. Использование изоляторов с подобными демпферами позволяет уменьшить 
первый максимальный импульс на опору в среднем на 20% и снизить частотные и 
амплитудные характеристики системы. На основании этого разработан новый тип 
армирования эластомера стальными листовыми элементами в форме усеченного конуса. 

Ключевые слова: демпфер, эластомерная прокладка, гирлянда изоляторов, решетчатая 
опора, воздушная линия электропередачи.  

 
 

Прядко Ю.М., Танасогло А.В., Гаранжа І.М. 
ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ЕЛАСТОМІРНИХ МАТЕРІАЛІВ ДЛЯ 
СТАБІЛІЗАЦІЇ КОЛИВАНЬ ЕЛЕКТРОМЕРЕЖЕВИХ КОНСТРУКЦІЙ  

У статті запропоновано новий тип ізолятора, що має одночасно ізолюючі та 
демпфіруючі властивості для підвищення експлуатаційної надійності конструкцій 
повітряних ліній (ПЛ). Для оцінки ефективності застосування нової конструкції ізолятора 
виконані лабораторні випробування моделі ізолятора з різними типами еластомірних 
прокладок, що відрізняються маркою та типом армування. Експеримент складався із двох 
етапів: на першому етапі об'єкт дослідження піддавався впливу циклічного вібраційного 
навантаження, на другому – дії імпульсивного навантаження. Результати досліджень 
показали, що найбільш ефективними є еластомірні прокладки з мінімальними жорсткісними 
характеристиками без армування. Використання ізоляторів з подібними демпферами 
дозволяє зменшити перший максимальний імпульс на опору в середньому на 20% і знизити 
частотні та амплітудні характеристики системи. На підставі цього розроблений новий тип 
армування еластоміру сталевими листовими елементами у формі усіченого конуса. 

Ключові слова: демпфер, еластомірна прокладка, гірлянда ізоляторів, ґратчаста опора, 
повітряна лінія електропередачі.  
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А new type of insulator, has both insulating and damping properties to improve the 
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Динамічна стійкість параметричних коливань пружних систем при періодичних та 
стохастичних навантаженнях досліджена на основі редукованих дискретних математичних 
моделей. Редуковані матриці мас, жорсткості та геометричної жорсткості отримані за 
допомогою процедур сучасного програмного комплексу скінченно-елементного аналізу та 
створених авторами програм. Розв’язана задача динамічної стійкості періодичних 
параметричних коливань двотаврової балки з гофрованою синусоїдальною стінкою при 
головному та комбінованому резонансах. Оцінено вплив стаціонарного стохастичного 
параметричного навантаження на динамічну поведінку та стійкість пологої тонкостінної оболонки. 

Ключові слова: параметричний резонанс, область нестійкості, метод скінченних 
елементів, редуковані матриці  

 
 

Вступ. Серед динамічних задач механіки значне місце займають 
задачі про динамічну стійкість параметричних коливань пружних систем 
[1-17]. Першим кроком до їх розв’язання є створення редукованих 
дискретних математичних моделей, які дозволять отримати достовірну 
інформацію про динамічну поведінку та стійкість параметричних 
коливань систем. За допомогою аналітичних методів розв’язання таких 
задач є складним і містить деякі припущення, тому частіше 
застосовуються чисельні методи, які реалізовані в сучасних 
обчислювальних комплексах.  

В статті представлена чисельна методика побудови редукованих 
дискретних моделей динамічної стійкості параметричних коливань 
пружних систем із застосуванням програмного комплексу скінченно-
елементного аналізу NASTRAN [18]. Для отримання редукованих 
матриць мас, жорсткості, геометричної жорсткості та демпфірування 
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застосовані обчислювальні процедури програмного комплексу та 
спеціально розроблені авторами програми, які працюють з текстовим 
файлом комплексу. Виявлена особливість редукування рівнянь 
динамічної стійкості плоскої форми згину пружних систем при 
параметричному навантаженні. Сформульована задача побудови 
дискретної моделі стохастичної стійкості параметричних коливань 
пружних систем відносно моментних функцій другого порядку.  

Чисельна методика застосована авторами при дослідженні динамічної 
стійкості параметричних коливань балки Ейлера [9], плоскої статично 
невизначеної рами [16], плоских ферм різної конфігурації [10], високої балки-
стінки [10], двотаврової балки з гофрованою синусоїдальною стінкою[11], 
довгої гнучкої циліндричної оболонки [12] та пологої тонкостінної оболонки 
[1, 2]. В статті наведені результати дослідження динамічної стійкості 
періодичних параметричних коливань двотаврової балки з гофрованою 
синусоїдальною стінкою. Визначені області динамічної нестійкості плоскої 
форми згину балки при головному та комбінованому резонансах.  Оцінено 
вплив періодичної складової параметричного навантаження на динамічну 
поведінку та стійкість гофрованої балки. Отримана система 
диференціальний рівнянь першого марківського наближення для других 
моментів, яка дозволила дослідити стійкість параметричних коливань 
пологої квадратної дералюмінієвої оболонки при дії дельта-корельованого 
стохастичного навантаження, визначити критичні значення стохастичної 
складової параметричного впливу при різних частотах схованої 
періодичності, побудувати області динамічної нестійкості. 

1. Побудова редукованих моделей динамічної стійкості 
параметричних коливань пружних систем. Розрахункові математичні 
моделі дозволяють дослідити стійкість динамічних станів пружних 
систем, що обумовлені зовнішнім змінним за часом впливом. Вважається, 
що співвідношення між найменшими власними частотами пружної 
системи в незбудженому русі та частотами збудження таке, що при 
знаходженні незбудженого напружено-деформованого стану системи 
можливо застосовувати квазістатичне наближення і нехтувати 
переміщеннями в цьому стані. Якщо до рівняння статичної рівноваги 
системи додати даламберові сили інерції, дисипативні сили та деякі 
складові незбудженого напружено-деформованого стану, що залежать від 
часу, отримаємо рівняння динамічної стійкості пружної системи у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

0G GΜυ t Cυ t Kυ t αK υ t βf t K υ t+ + + + =%% % % %&& & ,              (1) 

де Μ
~

 та K
~

– інерційний та пружний оператори, 
1GK

~
та 

2GK
~

– складові 

оператора параметричних сил в рівнянні квазістатичної рівноваги, С
~
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оператор, що враховує дисипативні сили. Область визначення розв’язків 

( ),txυ
r

 рівняння (1) збігається з областю визначення оператора K
~

. 

Оператори М
~ , K

~
,

1GK
~

 та 
2GK

~
– позитивно визначенні. Рівняння (1) 

записано для випадку, коли параметричні сили задані з точністю до двох 
множників, один з яких α  характеризує сталу складову зовнішнього 
впливу, а другий β – складову, що змінюється по часу за законом ( )tf . 

Рівняння (1) представляють собою систему диференціальних рівнянь в 
частинних похідних, які доповненні відповідними граничними умовами. 
Незбудженому стану відповідає тривіальний розв’язок рівняння (1). 
Проблема динамічної стійкості формулюється як задача визначення 
області значень коефіцієнтів α , β  та параметрів, що характеризують 

функцію ( )tf , при яких тривіальний розв’язок рівняння є нестійким. 

При проведенні прикладних розрахунків виконується перехід від 
операторного рівняння (1) до дискретної динамічної моделі. Для цього 
частіше застосовується метод скінчених елементів або метод скінчених 
різниць. Дискретна динамічна модель записується у вигляді звичайних 
диференціальних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
21

=++++ tuKtftuKtuKtuCtuM GG βα&&& ,                (2) 

де ( ) ( ) ( ) ( )( )Tn tu,...,tu,tutu 21= – вектор вузлових переміщень, М , K ,
1GK  

та 
2GK – позитивно визначені матриці мас, жорсткості та геометричної 

жорсткості відповідно, С – матриця демпфірування.  
Рівняння (2) формулює задачу динамічної стійкості для систем із 

скінченним числом ступенів свободи. Це класична задача і в теперішній 
час існує багато підходів для її розв’язання, коли ( )tf  є 

детерміністичною періодичною функцією [4, 6, 8, 17], а коли ( )tf  є 

стаціонарний випадковий процес [5, 6, 8, 14].  Однак  при розгляданні 
реальних об’єктів для адекватного описання його пружних властивостей 
необхідно будувати дискретні моделі (2) великого розміру. Пряме 
застосування таких моделей пов’язано з великими обчислювальними 
труднощами. Необхідно виконати редукцію вихідної дискретної моделі, 
при цьому суттєво враховуються характеристики параметричного впливу. 

Для побудови редукованих моделей можна застосувати метод 
узагальнених координат. Нехай 1 2, ,..., mv v v  достатньо представлена 

система лінійно-незалежних векторів у просторі nE . Нетривіальний 

розв’язок системи (2) можна апроксимувати виразом 

( ) ( ) ,u t Vy t=                                                (3) 
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де матриця V  розмірністю mn×  визначається системою базисних 

векторів { } 1
m

i i
v = : 

( )1 2, ,..., mV v v v= ,                                       (4) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,...,
T

my t y t y t y t= – вектор узагальнених координат. Виходячи 

з (2) та (3) відносно компонент вектора ( )y t  записується система m  

звичайних диференціальних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
21

=++++ tyVKVtftyVKVtyKVVtyCVVtyMVV G
T

G
TTTT βα&&& . (5) 

Система (5) записується у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
21

=++++ tyKtftyKtyKtyCtyM *
G

*
G

*** βα&&& ,             (6) 

де редуковані матриці мас *M , демпфірування *C , жорсткості *K , 

геометричної жорсткості *
GK

1
та *

GK
2

 розмірністю mm×  представляються 

відповідно виразами: 
* ,TM V MV=                                                (7) 

* ,TC V CV=                                                  (8) 
* ,TK V KV=                                                  (9) 

  
1 1

* ,T
G GK V K V=                                             (10) 

  
2 2

* .T
G GK V K V=                                             (11) 

При побудові редукованих моделей m  береться значно менше за n  
( )nm<< , так що і для складних об’єктів дослідження динамічної 

стійкості може бути виконано. Однак, завжди залишається принциповим 
питання про адекватність моделі (6). Це питання вирішується з одного 
боку дослідженням внутрішньої збіжності результатів при збільшенні m , 
а з другого боку, застосуванням при редукції для порівняння інших 
базисних векторів. 

В даній роботі розглядаються питання формування редукованих 
моделей виду (6) за допомогою сучасних обчислювальних комплексів. 
При цьому головні обчислювальні проблеми пов’язані з визначенням 
редукованих матриць. Для цього треба вміти обчислювальними 
процедурами відповідного обчислювального комплексу формувати 
матриці VK,VK,KV,CV,MV GG 21

, −j ті стовпці яких представляють 

собою відповідно вектори , 
21 jGjGjjj vK,vK,vK,vC,vM  де ( ),...,m,j 21= . 

Однак, в стандартних обчислювальних комплексах обчислювальних 
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процедур для визначення всіх цих векторів, як правило, нема. Є 
процедура для визначення реакції системи на задане поле переміщень v , 
тобто для обчислення вектора vK , де K - матриця жорсткості задачі, яка 
розглядається. Застосовуючи цю процедуру можна визначити вектори 

vK,vK,vM GG 21
, а при деяких умовах структуру матриці C  та вектора 

vC . Для цього крім вказаної вище процедури використовуються 
процедури аналізу вільних коливань та процедури розв’язання задачі 
стійкості. 

Спочатку представляється алгоритм обчислення для будь-якого поля 
переміщень v  вектора vM . 

Для розглядуваної системи формулюється задача про визначення 
частот та форм власних коливань 

( ) 02 =− ϕω MK .                                          (12) 

Нехай ( )1  21 ,...,m,kk =ω – вектор частот власних коливань дискретної 

моделі, ( ) ( )121 21 ,...,m,k, ..., , T
nkkkk == ϕϕϕϕ  – система векторів власних 

форм коливань. Система векторів { }kϕ ортогональна, тобто  

.K

,M

i
T

j

i
T

j

0 

0

=

=

ϕϕ

ϕϕ
     ( ).i j≠  

За допомогою підмножини власних форм коливань { }   1
1

m
ii =ϕ можливо 

наближено представити поле переміщень v  у вигляді  

.av i

m

i
iϕ∑

=
≅

1

1

                                                 (13) 

В силу ортогональності векторів { }   1m
1i=iϕ  

i
T
i

T
i

i
K

vK
a

ϕϕ
ϕ= .                                               (14) 

Внаслідок (12) 

 .KM i
i

i ϕ
ω

ϕ
2

1=                                             (15) 

Тоді враховуючи (14) можна записати 

.K
a

MavM
m

i
i

i

i
i

m

i
i ∑∑

==
≅≅

11

1
2

1

ϕ
ω

ϕ                                (16) 

Таким чином, виходячи із процедури обчислення ( )121   ,...,m,iK i =ϕ , 

можна підрахувати вектор .vM  
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Аналогічно будується алгоритм обчислення векторів vKG1
 та 

vKG2
тільки замість процедури аналізу власних коливань застосовується 

процедура розв’язку задачі статичної стійкості. Спочатку розглядається 
алгоритм обчислення вектора vKG1

. Для системи формулюється задача 

стійкості 
( ) .KK G 0

1
=+ ψλ                                      (17) 

Нехай 
2

 ...,  21 m,, λλλ – сукупність критичних значень задачі (17), 

2
 ...,  21 m,, ψψψ  – відповідні форми втрати стійкості. Внаслідок виконаних 

вище припущень відносно властивостей матриць K та 
1GK  ці вектори 

ортогональні в метриці, що визначається матрицею 
1GK , і відповідно 

матрицею K  

.K

,K

i
T

j

iG
T

j

0 

0
1

=

=

ψψ

ψψ
     ( ).i j≠                              (18) 

За допомогою підмножини форм втрати стійкості  { } 2
1

m
ii =ψ   наближено 

поле переміщень v   представляється у вигляді 

.bv i

m

i
iψ∑

=
≅

2

1

                                          (19) 

Аналогічно (16) можна записати, що вектор  

∑
=

−≅
2

1
1

m

i
i

i

i
G K

b
vK ψ

λ
,                                  (20) 

де 

.
K

vK
b

i
T
i

T
i

i ψψ
ψ=                                         (21) 

Таким чином задача визначення вектора vKG1
 вирішена.  

Так само визначається вектор vKG2
. Розглядається задача стійкості 

 
2

( ) 0GK K+ =µ χ .                                    (22) 

Нехай 
31 2 mµ , µ , ..., µ – сукупність критичних значень задачі (22), 

3
 ...,  21 m,, χχχ  – відповідні ортогональні в метриці матриці жорсткості 

форми втрати стійкості. 
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Сукупність векторів { } 3
1

m
ii =χ  є базисом в просторі nE , який 

задовольняє умовам  

.K

,K

i
T

j

iG
T

j

0 

0
2

=

=

χχ

χχ
     ( ).i j≠                                 (23) 

За допомогою підмножини векторів ( )321  m,...,,ii =χ  аналогічно (13) 

поле переміщень v  можна наближено представити у вигляді  
3

1

,
m

i i
i

v c
=

≅∑ χ                                                (24) 

де 

.
K

vK
c

i
T
i

T
i

i χχ
χ=                                               (25) 

Аналогічно (20) вектор vKG2
 можна наближено представити у вигляді 

.K
c

KcvK
m

i
i

i

i
iG

m

i
iG ∑∑

==
−≅≅

3

2

3

2
11

χ
µ

χ                             (26) 

Таким чином для довільного поля переміщень v  побудовані 
алгоритми апроксимації векторів vK,vM G1

  та vKG2
 за допомогою 

процедури обчислення реакції vK  та процедури розв’язку відповідних 
узагальнених задач на власні значення. 

Для визначення вектора vC  необхідно зробити додаткові припущення 
про структуру матриці демпфірування C . Далі матриця демпфірування 
C  представлена у формі Релея: 

KdMdС 10 += ,                                         (27) 

де 0d  та 1d – довільні коефіцієнти пропорційності. В силу (16) 

.vKdK
a

dvC
m

i
i

i

i
1

1
20

1

+≅ ∑
=

ϕ
ω

                               (28) 

Тепер, коли для довільного поля переміщень v  сформульовані 
обчислювальні процедури для апроксимації векторів vK,vC,vM G1

  та 

vKG2
 можна перейти до побудови розрахункової динамічної моделі (6). 

Виходячи з представлень (16), (20), (26) та (28), можна записати 
представлення для матриць VK,VK,KV,CV,MV GG 21

, що входять до 

формул (7), (8), (10), (11), та підрахувати апроксимації редукованих 

матриць мас *M , демпфірування *C , жорсткості *K , геометричної 
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жорсткості *
GK

1
та *

GK
2

. Приймається, що підмножина векторів { }  1
1

m
ii =ϕ , 

{ } 2
1

m
ii =ψ  та { } 3

1
m
ii =χ  мають однакову розмірність m , тобто mmmm === 321 . 

Використовуючи (16), (20), (26), (28) та в силу (14), (21), (25) , можна 
записати 

1
ΦΩ Φ ,TMV K KV−=                                      (29) 

1
0 1ΦΩ Φ ,TCV d K KV d KV−= +                              (30) 

1

1
ΨΛ Ψ ,T

GK V K KV−=                                     (31) 

.KVKVK T
G ΧΧΘ= −1

2
                                    (32) 

Тут матриці ,Φ Ψ  та Χ  розмірністю mn×  визначаються 
співвідношеннями 

( )m, ..., , ϕϕϕ 21=Φ ,                                       (33) 

( )m,, ψψψ  ...,  21=Ψ ,                                       (34) 

( )m,, χχχ  ...,  21=Χ ,                                       (35) 

а діагональні матриці 111 −−− ΘΛΩ ,,  – співвідношеннями 

( )22
2

2
1

1  ...,  -
m,,diag ωωω −−− =Ω ,                              (36) 

( )11
2

1
1

1   ...,  −−−− −−−=Λ m,,diag λλλ ,                           (37) 

( )11
2

1
1

1  ...,  −−−− −−−=Θ m,,diag µµµ .                         (38) 

Редуковані матриці мас *M , демпфірування *C , жорсткості *K , 

геометричної жорсткості *
GK

1
та *

GK
2
обчислюються за формулами 

* 1 ,T TM V K KV−= ΦΩ Φ                                   (39) 
1 * *

0 1 0 1 ,T T TCV d V K KV d V KV d M d K−= ΦΩ Φ + = +              (40) 

1

* 1 ,T T
GK V K KV−= ΨΛ Ψ                                    (41) 

.KVKVK TT*
G ΧΧΘ= −1

2
                                  (42) 

Таким чином, співвідношення (9), (39)-(42) дозволяють визначити усі 
коефіцієнти редукованої моделі (6). 

1.1. Особливість редукування рівнянь динамічної стійкості 
плоскої форми згину пружних систем. Редукція дискретних моделей 
динамічної стійкості плоскої форми згину пружних систем має 
особливість, яка викликана видом параметричного впливу. В дискретній 
моделі (2) матриці мас, жорсткості та геометричної жорсткості повинні 
бути позитивно визначеними. При дії параметричного навантаження, яке 
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викликає плоску форму згину системи, ця умова буде виконана, якщо 

редуковані матриці геометричної жорсткості *
GK

1
 та *

GK
2
 будуть 

отримані із застосуванням розв’язку докритичного стану системи. Для 
цього згідно формули (12) знаходяться форми коливань системи та 
розв’язується нелінійна задача статики при поетапному навантаженні. В 
околі докритичного стану виконується згортання нелінійного оператора 
по базису, що складається з кількох нижніх форм коливань. При цьому в 
форми коливань вводиться малий параметр, який дає можливість відсікти 
квадратичну і кубічну складову згорнутого оператора. Різниця між таким 
згорнутим оператором і згорнутим лінійним оператором дає можливість 
отримати оператор геометричної жорсткості. Згортання операторів 
виконується шляхом знаходження векторів реакцій від векторів 
переміщень, які є формами коливань, і з подальшим скалярними 
добутками векторів реакцій на вектори переміщень.  

Задача динамічної стійкості плоскої форми згину пружної системи  

має вигляд рівняння (6), в якому ( ) ( ) ( ){ }Tt,tuty 11 γ= – вектор узагальнених 

координат. Базисними є вектори матриці власних форм коливань 

{ } { }1 1Ф ,k u= = γϕ ϕ ϕ , де γϕϕ 11 ,u  – вектори першої згинальної та першої 

крутильної форм коливань, які отримані при розв’язанні задачі на власні 

значення (12). Система векторів { }1 1,u γϕ ϕ  ортогональна. В 

обчислювальному комплексі матриця власних форм нормована по 

матриці мас, тому редукована матриця мас ( )* 1,1 .М E diag= =   

Редукована матриця жорсткості має вигляд  

( )* 2 2
1 1,uK diag= γω ω ,                                      (43) 

де u1ω  та γω1 – частоти першої згинальної та першої крутильної форм 

коливань пружної системи.  
Нелінійна задача статики формулюється таким чином 

( )( )* * ,GK K U V P R+ + = +                                   (44) 

де U  та V  – матриці вузлових переміщень відповідно від навантаження 

та форм вільних коливань; *K та *
GK – редуковані матриці жорсткості та 

геометричної жорсткості відповідно; P  – матриця вузлових навантажень; 
R  – матриця реакцій пружної системи на задане поле переміщень. 

У виразі (44)  

PUK* =⋅ , 0=⋅UK*
G .                                     (45) 
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Представимо 
GKK RRR += , де KR  – матриця реакцій пружної 

системи на задане поле переміщень, що отримана при розв’язанні лінійної 
задачі статики 

K
* RVK =⋅ .                                             (46) 

Нелінійність має місце при розв’язанні задачі 

GK
*
G RVVVTVVSVK λλλλ =⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅ 32 ,                  (47) 

де λ  – коефіцієнт, що дозволяє зменшувати поле переміщень за модулем, 
S  – квадратичний нелінійний оператор, T  – кубічний нелінійний 
оператор, знак «⋅ » означає процедуру згортання операторів. 

Квадратичні та кубічні оператори є малими величинами, тому вираз 

можна переписати у вигляді 

GK
*
G RVK λλ =⋅  або 

GK
*
G RVK =⋅ .                         (48) 

При формулюванні задачі необхідно виконати умову ортогональності 
матриць R  та P  

0=⋅ PRT .                                              (49) 
Для цього вводяться нові граничні умови, які дозволяють визначити 

реакцію пружної системи по тим степеням свободи, які є ортогональними 
дії навантаження. 

Процедура нелінійної задачі статики з поетапним навантаженням 
дозволяє визначити матрицю реакцій системи R , яка може бути 
представлена у вигляді 

( ) RVKK *
G

* =⋅+ .                                     (50) 

Тоді редукована редукована матриця геометричної жорсткості 
обчислюється за формулою   

**** )()( GG KKKK =−+                                 (51) 

і представляється у вигляді 














=

**

**
*
G

k  k

 k  k
K

2221

1211 .                                        (52)  

Всі процедури виконуються автоматично в спеціально створеній 
програмі, яка працює з текстовим файлом обчислювального комплексу 
[18]. 

1.2. Формування редукованих моделей стохастичних 
параметричних коливань. Поведінка стохастичних систем описується 
за допомогою диференціальних рівнянь з коефіцієнтами, зміна значень 
яких має випадковий характер. Стійкість таких систем може розглядатися 
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як стійкість за ймовірністю, стійкість у середньому або по сукупності 
моментних функцій різних порядків [5, 14]. Типовою проблемою для цих 
задач є редукція нескінченної системи до скінченної. Для цього 
використовується функціональний або класичний підхід. Розв’язання 
проблеми за допомогою аналітичних методів є складним і містить деякі 
припущення, тому частіше застосовуються чисельні методи.  

В роботі побудова редукованих моделей стохастичних параметричних 
коливань пружних систем виконується за допомогою розробленої 
авторами чисельної методики (див. п. 1) і асимптотичного методу. Цей 
метод заснований на розкладанні статистичних характеристик розв’язків 
динамічної задачі за малим параметром, який є відношенням часу 
кореляції випадкового впливу до характерних часових масштабів задачі. 
Проблема стійкості зводиться до дослідження стійкості тривіальних 
розв’язків диференціальних рівнянь, змінні коефіцієнти яких являють 
собою випадкові функції. Задача стійкості формулюється як задача 
стійкості відносно моментних функцій другого порядку, для отримання 
яких застосовується функціональний підхід [5, 14]. За рахунок 
розщеплення кореляції зовнішнього впливу на пружну систему з 
відповідними динамічними станами отримана система лінійних 
автономних диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 

Редукована дискретна модель стохастичних параметричних коливань 
пружної системи записується у вигляді системи звичайних 
диференціальних рівнянь  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=+++ tyKtztyKtyCtyM *
G

*** &&& ,                    (53) 

де *M , *C , *K  та *
GK  – редуковані матриці мас, демпфірування, 

жорсткості та геометричної жорсткості відповідно, що обчислюються за 
методикою (п. 1), ( )ty – n  – вимірний вектор вузлових переміщень, ( )tz  – 

випадковий процес, який характеризує інтенсивність параметричного 
впливу. 

Якщо ввести m2  – вимірний вектор фазових змінних 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )Tmm
T

m ty,...,ty,ty,ty,...,ty,tyt,...,t,tt &&&
r

2121221 == ζζζζ , тоді 

систему (53) можна переписати в нормальній формі 

( ) ( ) ( ) ( )tBtztAt
dt

d ζζζ
rrr

+= .                              (54) 

Матриці A і B  обчислюються за формулами 

( ) ( ) 











−−
= −− **** CMKM

E
A 11

0
, ( ) 












−
= −

0

0 0
1 *

G
* KM

B , 

де E  – одинична матриця розмірністю mm× . 
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Для системи (3) розглядається задача Коші з початковими умовами 

( ) 00 ζζ
rr

= , де вектор ( )Tm,...,, 0202010 ζζζζ =
r

 вважається детермінованим.  

Питання про втрату динамічної стійкості оболонки еквівалентне 
питанню про стійкість тривіальних розв’язків рівнянь (54). При 
усереднені за ансамблем реалізацій системи (54) рівняння набувають 
вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )〉〈+〉〈=〉〈 ttzBtAt
dt

d ζζζ
rrr

,  ( ) 00 ζζ
rr

=〉〈 .                 (55) 

Системи (55) незамкнута відносно змінних 

( ) ( ) ( ) ( )( )Tm t,...,t,tt 〉〈〉〈〉〈=〉〈 221 ζζζζ
r

, бо містить нові невідомі функції 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )Tm ttz,..,ttz,ttzttz 〉〈〉〈〉〈=〉〈 221 ζζζζ
r

, які є кореляціями в 

момент часу t  випадкового процесу ( )tz  з рішенням ( )tζ
r

 системи (54), 

компоненти якого є функціоналами від випадкового процесу ( )tz  в 

інтервалі [ ]t,0 . При розгляданні системи (55) застосовується підхід 

розщеплення середнього добутку двох функціоналів. Якщо ( )[ ]τzR  – 

деякий функціонал від Гаусового центрованого процесу, то для 
середнього добутку ( ) ( )[ ]〉τ〈 zRtz  має місце формула Фурутцу-Новікова [4] 

( ) ( ) ( ) [ ]
( )

0

.
t R z

z t R z t d K t
z

〈  〉 = − 〈 〉  ∫
δ

τ τ
δ τ

                      (56) 

Тут ( )tK – кореляційна функція процесу ( )tz , 
[ ]
( )〉〈
τδ

δ
z

zR
 – середнє 

варіаційної похідної від функціонала [ ]zR  по z в точці τ . 

Для середнього ( ) ( )〉〈 ttz ζ
r

 формула (56) запишеться у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( )
( )〉〈−=〉〈 ∫

t

z

t
tKdttz

0 τδ
ζδττζ
r

r
, 1,2,...,2k m= .             (57) 

З урахуванням (57) система (55) набуває виду: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )〉〈−+〉〈=〉〈 ∫ τδ

ζδττζζ
z

t
tKdBtAt

dt

d t
r

rr

0

,  ( ) 00 ζζ
rr

=〉〈 .       (58) 

За допомогою розщеплення функціоналів зроблено перехід від 
незамкнутої системи диференціальних рівнянь (55) відносно вектор-

функцій ( )〉〈 tζ
r

та ( ) ( )〉〈 ttz ζ
r

 до незамкнутої системи інтегрально-
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диференціальних рівнянь відносно вектор-функцій ( )〉〈 tζ
r

 та 
( )
( )〉τδ

ζδ
〈

z

t
r

. Для 

вектор-функцій 
( )
( )〉τδ

ζδ
〈

z

t
r

 записується нова система інтегрально-

диференціальних рівнянь. Вар’ іруючи (54) по ( )τz  ( )t<τ маємо систему 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )τδ
ζδ

τδ
ζδ

τδ
ζδ

z

t
Btz

z

t
A

z

t

dt

d
rrr

+= ,                             (59) 

з початковими умовами 
( )
( ) ( )τζ
τδ
τζδ r

r

B
z

= , 
( )
( ) 0=
τδ

ζδ
z

t
r

. 

Після усереднення (59) отримуємо систему інтегрально-
диференціальних рівнянь 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )〉〈+〉〈=〉〈
τδ

ζδ
τδ

ζδ
τδ

ζδ
z

t
tzB

z

t
A

z

t

dt

d
rrr

.                        (60) 

з початковими умовами  

( )
( ) ( )〉〈=〉〈 τζ
τδ
τζδ r

r

B
z

, 
( )
( ) 0=〉〈
τδ

ζδ
z

t
r

( )τ<t .                      (61) 

Система рівнянь (58), (60) та (61) незамкнута відносно змінних 

( ) ( ) ( ) ( )( )Tm t,.,t,tt 〉〈〉〈〉〈=〉〈 221 ζζζζ
r

та 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

T
m

z

t
,...,

z

t
,

z

t

z

t








〉〈〉〈〉〈=〉〈

τδ
δζ

τδ
δζ

τδ
δζ

τδ
ζδ 221

r

. Вона містить нові невідомі 

функції  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
T

m

z

t
tz,...,

z

t
tz,

z

t
tz

z

t
tz 








〉〈〉〈〉〈=〉〈

τδ
δζ

τδ
δζ

τδ
δζ

τδ
ζδ 221

r

. 

Знову застосовуємо формулу Фурутцу-Новікова 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )〉〈−=〉〈 ∫
1

2

0
11 τδτδ

ζδττ
τδ

ζδ
zz

t
tKd

z

t
tz

t
rr

, ( )m,...,,k 221= ,             (62) 

де 
( )

( ) ( )〉〈
1

2

τδτδ
ζδ

zz

t
r

 – друга варіаційна похідна функціонала ( )[ ]τζ z
r

 по ( )τz  в 

момент часу ( )t<τ ( )t<1τ . Аналогічно отримаємо рівняння 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1 1
10

.
tt t td A B d K t z t

dt z z z z
〈 〉 = 〈 〉 + − 〈 〉∫

r r r

δζ δζ δ ζ
τ τ

δ τ δ τ δ τ δ τ
            (63 ) 
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Якщо продовжити цей процес, то можна отримати нескінченну 
послідовність рівнянь відносно моментних функцій другого порядку. В 

силу (54) для матриці ( ) ( )( )tt Tζζ
rr

 записується матричне диференціальне 

рівняння  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )TTTT B)t(zAttttBtzAtt
dt

d +++= ζζζζζζ
rrrrrr

      (64) 

з початковими умовами ( ) ( )( ) ( )TT
0000 ζζζζ
rrrr

= . 

При усередненні за ансамблем реалізацій системи (64) рівняння 
набувають виду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TTTT

TTT

BtttzAtt

tttzBttAtt
dt

d

〉〈+〉〈+

+〉〈+〉〈=〉〈

ζζζζ

ζζζζζζ
rrrr

rrrrrr

               (65) 

з початковими умовами ( ) ( ) ( )TT
0000 ζζζζ
rrrr

=〉〈 . Система незамкнута 

відносно змінних ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TT
mm

TTT tt,.,tt,tttt 〉〈〉〈〉〈=〉〈 222211 ζζζζζζζζ
rr

, 

бо містить нові функції 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TT
mm

TTT tttz,.,tttz,tttztttz 〉〈〉〈〉〈=〉〈 222211 ζζζζζζζζ
rr

. 

Застосуємо підхід розщеплення добутку двох функціоналів за 
формулою Фурутцу-Новікова  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 〉〈−=〉〈 ∫

t T
T

z

tt
tKdtttz

0 τδ
ζζδττζζ
rr

rr
, 1,2,...,2k m= .          (66) 

Система (65) запишеться у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +〉〈+〉〈=〉〈 TTTT AttttAtt
dt

d ζζζζζζ
rrrrrr

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
T

TtTt

B
z

tt
tKd

z

tt
tKdB 〉〈−+〉〈−+ ∫∫ τδ

ζζδττ
τδ
ζζδττ

rrrr

00

.      (67) 

Для вектор-функції ( ) ( )( )tt Tζζδ
rr

 запишеться нова система інтегрально-

диференціальних рівнянь 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ++=
τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

z

tt
Btz

z

tt
A

z

tt

dt

d TTT
rrrrrr

 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

T
T

T
T

B
z

tt
)t(zA

z

tt

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

rrrr

++ .                    (68) 

При усереднені за ансамблем реалізацій системи (68) рівняння набувають 
вигляд  
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( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) +〉〈+〉〈=〉〈
τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

z

tt
tzB

z

tt
A

z

tt

dt

d TTT
rrrrrr

 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

T
T

T
T

B
z

tt
)t(zA

z

tt
〉〈+〉〈+

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

rrrr

                      (69) 

з початковими умовами  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
T T T

t t
B t t t t B

z
〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉

r r

r r r rδ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ

δ τ
 

( ) ( )( )
( ) 0,

Tt t

z
〈 〉 =

r r

δ ζ ζ
δ τ

   t < τ .                             (70) 

Знову застосуємо формулу Фурутцу-Новікова 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 〉〈−=〉〈 ∫
1

2

0

11 τδτδ
ζζδττ

τδ
ζζδ

zz

tt
tKd

z

tt
tz

TtT
rrrr

,              (71) 

де 
( ) ( )( )

( ) ( ) 〉〈
1

2

τδτδ
ζζδ
zz

tt T
rr

 – друга варіаційна похідна функціонала. 

В результаті наведеного вище підходу система (54) набуває вигляду 
зв’язаної нескінченої послідовності рівнянь для моментних функцій 
другого порядку 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 〉〈+−+〉〈=〉〈 ∫
1

2

0

11 τδτδ
ζζδττ

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

zz

tt
tKdB

z

tt
A

z

tt

dt

d TtTT
rrrrrr

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
T

Tt
T

T

B
zz

tt
tKdA

z

tt
〉〈−+〉〈+ ∫

1

2

0

11 τδτδ
ζζδττ

τδ
ζζδ

rrrr

             (72) 

з початковими умовами 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

T
TTT

B
z

tt

z

tt
B

zz
〉〈+〉〈=〉〈

τδ
ζζδ

τδ
ζζδ

τδτδ
τζτζδ

rrrrrr

1

11
2

 

(73) 

( ) ( )( )
( ) ( )

2

1
0,

Tt t

z z
〈 〉 =

r r

δ ζ ζ

δ τ δ τ
  t < τ . 

Питання про стохастичну стійкість системи (54) зводиться до 
дослідження стійкості тривіальних рішень інтегрально-диференціальних 
рівнянь (72). Для подальших досліджень необхідно виконати редукцію 
нескінченної системи до скінченної системи. Для цього випадковий 
процес приймаємо дельта-корельованим з кореляційною функцією 
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( ) 2
0 cos sin ,K e−  = +  

ατ
α α

α

ατ σ θ τ θ τθ                          (74) 

і скінченним часом кореляції 

( )
222

0
0

21

αθα
αττ

σ
τ

+
== ∫ dK ,                                  (75) 

де D=2
0σ  – дисперсія стохастичного впливу;α  – параметр кореляції, αθ  

– частота схованої періодичності. 
Матричне диференціальне рівняння для моментів другого порядку 

(72) становиться замкнутим, а інші рівняння нескінченної системи стають 
зайвими. Отримана система рівнянь представляє собою рівняння першого 
марківського наближення для других моментів 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 ,

T T

TT T T

d t t A DB t t
dt

t t A DB DB t t B

〈 〉 = + 〈 〉 +

+ 〈 〉 + + 〈 〉

r r r r

r r r r

ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
       (76) 

з початковими умовами ( ) ( ) ( )TT
0000 ζζζζ
rrrr

=〉〈 . 

Рівняння (76) дає змогу дослідити динамічну стійкість стохастичних 
параметричних коливань пружних систем, визначити області  нестійкості 
і оцінити вплив стохастичної складової параметричного навантаження на 
поведінку системи. 

2. Дослідження динамічної стійкості параметричних коливань 
пружних систем 

2.1. Дослідження головних та комбінаційних параметричних 
резонансів двотаврової балки з гофрованою синусоїдальною стінкою. 
Двотаврова гофрована балка розглядається як система, що складається з двох 
поясів, гофрованої стінки та граничних ребер жорсткості. Балка має такі 
геометричні характеристики: l =1000 мм, h =200 мм, b =80 мм, пδ =4 мм, 

стδ =1,5мм. Пружні характеристики відповідають матеріалу сталь: 
11062 E,E = Па; 30,=µ ; 117920 Е,G = Па. Розрахункова скінченно-елементна 

модель балки (рис. 1,а), що побудована за допомогою обчислювального 
комплексу [18], містить 7227 вузлів та 8020 елементів. Стінка та полки 
моделюються пластинчатими елементами, граничні ребра жорсткості – 
балочними. Поперечний переріз балки та геометричні параметри гофра 
(глибина f  та довжина a ) наведені на рис. 1,б.  
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а                                                                                           б 

Рис. 1. Скінченно-елементна модель балки та параметри синусоїдального гофра 
 

На балку діє розподілене періодичне навантаження, що викликає плоску 
форму згину балки з площині її стінки. Це навантаження є параметричним. 
Воно прикладається до вузлів, що розташовані посередині стінки балки вздовж 
її довжини, і дорівнює 0( ) costq t q q t= + θ . Амплітуда статичної складової 

навантаження приймається рівною 1000 =q Н на кожен вузол або 

255250 =q Н на 1 м довжини синусоїдальної гофрованої стінки балки. 

Для побудови редукованої матриці геометричної жорсткості 
застосовується процедура розв’язання задачі нелінійної статики при 
поетапному навантаженні пружної системи. Побудова матриці геометричної 
жорсткості виконується за допомогою згортання оператора на основі базису, 
що складається з форм коливань (рис. 2), і знаходження різниці між 
згорнутими операторами в околі докритичного і ненавантаженого станів 
(див. п. 1.1).  

  
рад/с566888

1
 ,

u
=ω                                          рад/с95810461 ,=γω  

Рис. 2. Перші форми та частоти власних згинальних та крутильних коливань балки 
 

Редукована розрахункова модель динамічної стійкості параметричних 
коливань балки набуває вигляду 
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  + − × =  


 + − × =  

&&

&&

γ

γ γ
 ( )....,,k 321=     (77) 

Дослідження динамічної стійкості параметричних коливань 
гофрованої балки при дії розподіленого навантаження полягає у 
визначенні областей нестійкості при головних та комбінованих 
параметричних резонансах. Області нестійкості або області збудження – 
це області, в яких будь яке початкове відхилення буде необмежено 
збільшуватися з часом, тобто прямолінійна форма балки буде динамічно 
нестійкою. Ці області мають границі, які відповідають умові, при якій 
диференціальні рівняння мають періодичні або майже періодичні 
розв’язки з періодами Т та 2Т. Головні резонанси відбуваються при 
частотах зовнішнього навантаження, що дорівнюють подвоєній частоті 
згинальних та крутильних власних коливань завантаженої балки. Області 
динамічної нестійкості параметричних коливань гофрованої балки 
відповідно при першому і другому головних резонансах (рис. 3, а, б)  
визначені для різних значень статичної 0q  та динамічної  tq  складових 

розподіленого навантаження.  
 

 
а                                                                                            б 

Рис. 3 Області нестійкості гофрованої балки при першому і другому головних 
резонансах: 1) q0=0; 2) q0=0.3q*; 3) q0=0.5q*; 4) q0=0.7q*; 5) q0=0.9q* 

 
Критичне значення статичної складової параметричного навантаження 

визначається чисельно і  аналітично Hq 365510 =∗ . Власні частоти 

завантаженої балки та границі областей динамічної нестійкості без 
урахування демпфірування визначені за допомогою формул Болотіна та 
Якубовича [4, 17].  

Частоти власних коливань завантаженої балки обчислені згідно виразу 
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( )
( ) ( )

2
1 1 2 0

1 2 2
Ω 1 1 4  

2

u q

q∗
= + − − +γω

λ λ λ
λ

,                     (78) 

де 1781
1

1 ,
u

==
ω
ω

λ γ . Отримані частоти співпадають зі значеннями, які 

визначені чисельно за допомогою обчислювального комплексу [18]. 
Границі областей нестійкості параметричних коливань гофрованої 

балки при першому та другому головному резонансах обчислені за 
формулою  

( )
( ) ( ) ( )

( )2

01 11,2 2
1 2 2

1
2 21 1 4  

2

tu
q q

q∗

±
= + − − +γω

θ λ λ λ
λ

.               (79) 

Видно, що ширина області нестійкості при першому головному 
резонансі збільшується при збільшенні як статичної так і динамічної 
складової. Для другого головного параметричного резонансу ширина 
області нестійкості залежить лише від динамічної складової 
навантаження. Область нестійкості при першому головному резонансі 
більше за область другого головного резонансу.  

Області нестійкості параметричних коливань балки при 
комбінованому резонансі представлені на рис. 4.  

 

 
 

Рис. 4 Області нестійкості гофрованої балки при комбінованому резонансі:  
1) q0=0; 2) q0=0.3q*; 3) q0=0.5q*; 4) q0=0.7q*; 5) q0=0.9q* 

 
Тут u11 ωω = , γωω 12 = .  

Границі області нестійкості обчислені за формулою 
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q qq +
= + ± −

⋅ + ⋅γ
γ γ γ

θ ω ω
ω ω ω ω ω ω

.         (80) 

Видно, що при комбінованому резонансі ширина області нестійкості 
параметричних коливань гофрованої балки для всіх значень статичної 
складової навантаження однакова. Видно, що частота збудження 
зменшується і області нестійкості зміщуються вниз при збільшені 
статичної складової параметричного навантаження. 

2.2. Динамічна стійкість стохастичних параметричних коливань 
пологої тонкостінної оболонки. Для дослідження динамічної стійкості 
стохастичних параметричних коливань дералюмінієвої квадратної 
пологої тонкостінної оболонки формується редукована модель згідно 
представленому в п. 1.2 чисельному підходу. Оболонка має наступні 
вхідні дані: сторона 4800,ba == м, товщина 0040,h = м, модуль 

пружності 71027 ×= ,E кПа, питома вага 2700=ρ кг/м3, коефіцієнт 

Пуасона 30,=µ , прогин в середині і на контурі 0960,f = м. Поверхня  

оболонки моделюється у вигляді сукупності трикутних плоских 
скінченних елементів зі шістьома ступенями вільності в вузлах (рис. 5). 
Вводяться обмеження згинальних і мембранних переміщень вузлів всіх 
чотирьох сторін оболонки. На оболонку зі сторони її випуклості діє 
поверхневе розподілене стохастичне параметричне навантаження 

( ) )t(z~ztz += 0 , де 0z  – стала складова навантаження; )t(z~ – дельта-

корельована випадкова складова навантаження з кореляційною функцією 
(74) і скінченним радіусом кореляції (75).  

 

 
 

Рис. 5. Скінченно-елементна модель пологої оболонки 
 
Вектори форм власних коливань оболонки ( )m,...,,U ϕϕϕ rrr

21=  , де m  – 

кількість утриманих форм, в обчислювальному комплексі нормовані по 
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матриці мас ( )111 ,...,,diagEMUUM T* === . Форми та частоти власних 

коливань пологої оболонки визначаються чисельно згідно формули (12) 
за допомогою метода Ланцоша. На рис. 6 представлені п’ять перших 
форм власних коливань оболонки. 

 

 
 1243, 4рад/с1=ω  2486,8рад/с2 =ω  2493, 2рад/с3 =ω  3906, 2рад/с4 =ω  4402, 3рад/с5 =ω  

Рис. 6. Форми і частоти власних коливань пологої оболонки 
 

Квадрати частот власних коливань оболонки є членами редукованої 

матриці жорсткості ( )22
2

2
1 m

* ,...,,diagK ωωω= . Редукована матриця 

демпфірування *C  має вигляд 

( )mm
T* ,...,,diagCUUC ωεωεωε 222 2211== , де iε  – коефіцієнт 

конструкційного демпфірування оболонки. 
Для визначення редукованої матриці геометричної жорсткості 

розв’язується задача статичної стійкості (17). Значення критичної сталої 
складової поверхневого тиску наведені в таблиці 1. Форми втрати стійкості 
пологої оболонки співпадають з формами власних коливань (рис. 6).   

Таблиця 1 

Критичні значення сталої складової поверхневого тиску λ, кПа 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

155 274 276 429 457 518 637 638 748 754 
 
Редукована матриця геометричної жорсткості має вигляд: 

 

-110727 958 958 288 288 
-295484 -1406926 -1406926 536437 536437 
204522 -1031 -1031 -517892 -517892 
124630 2622 2622 -2938378 -2938370 

 
*
GK = 

 
50131 2717 2717 23776 23776 

 

Редуковану модель стохастичної стійкості параметричних коливань 
оболонки запишемо у вигляді системи незв’язаних рівнянь першого 
марковського наближення для других моментів (76) у фазових змінних 

( ) ( )tyt 11 =ζ , ( ) ( )tyt 12 &=ζ ): 
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〈 〉 = 〈 〉

〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉

〈 〉 = − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ω ζ ε ω ζ ζ

ζ ε ω ζ ω ζ ζ ω σ τ ζ

 (81) 

 
з початковими умовами ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 020121 00 y,y,tyt,tyt && ==== ζζζζ .  

Коефіцієнти 2
i

*
gi /ka

ii
ω=  характеризують вплив сталої складової 

стохастичного параметричного навантаження на жорсткісні 
характеристики оболонки. Аналіз динамічної стійкості пологої оболонки 
при стохастичному параметричному навантаженні зводиться до 
дослідження стійкості рівнянь від моментних функцій другого порядку 
(82) по кожній формі коливань.  

Досліджено вплив статичної складової параметричного навантаження 

0z  на частоти власних коливань оболонки (рис. 7). Суцільна лінія 

відповідає частотам власних коливань навантаженої оболонки, штрихова 
лінія − ненавантаженої.  

 

 
Рис. 7 Частоти власних коливань пологої оболонки 

 
Видно, що при збільшенні 0z  власні частоти навантаженої оболонки 

зменшуються. Однак, при 400 <z кПа по 4-10 формах коливань оболонка 

стає більш жорсткою. Перша частота власних коливань оболонки 
дорівнює нулю при 1550 =z кПа, що відповідає втраті стійкості. 

Режими параметричних коливань оболонки досліджується за 
допомогою прямого методу чисельного інтегрування Рунге-Кута 
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четвертого порядку рівнянь (81). При дії статичної складової 
стохастичного навантаження 0z  спостерігаються стійкі режими 

гармонічних та затухаючих коливань оболонки відповідно без урахування 
та з урахуванням конструкційного демпфірування. При дії стохастичної 
складової параметричного навантаження tz  при 00 =z  спостерігаються 

як стійкі (рис. 8,а,в) так і нестійкі (рис. 8,б) режими параметричних 
коливань оболонки.  

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 8. Динамічні режими коливань оболонки при стохастичному параметричному впливі: 
а) стійкий; б) нестійкий; в) стійкий режим на границі області стійкості 
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Якщо переписати систему детерміністичних диференціальних 
рівнянь (81) у вигляді лінійної автономної системи 
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( ) 
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де ( )tG – матриця, коефіцієнти якої є 
ω
π2

– періодичні функції 
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iii
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ωεωτσω

ωεω

42

12

020

2
0

2
0

42

2

−−

−−= ,                          (83) 

тоді аналіз стійкості оболонки зводиться до задачі про стійкість 
тривіальних розв’язків системи (83). За допомогою методу узагальнених 
показників Хілла розв’язується алгебраїчна задача на власні значення, 
визначаються характеристичні показники та границі області нестійкості 
системи (83). Якщо серед характеристичних показників Хілла є хоча б 
один з додатною дійсною частиною, тривіальний розв’язок системи є 
нестійким. Границі області нестійкості відповідають значення параметрів, 
при яких максимальна дійсна частина характеристичних показників 
дорівнює нулю. На рис. 9,а представлена поведінка характеристичних 
показників Хілла від впливу стохастичного параметричного 
навантаження на оболонку при частоті схованої періодичності 1ωθα = , 

параметрі кореляції 111 02760 ωωεα ,==  та радіусі кореляції 

0 2 2
1

0,05522= =
+ α

ατ ωα θ
. Дійсні частини характеристичних показників 

показані суцільною лінією, комплексні – штриховою. 
 

  
а                                                                           б 

Рис. 9. Вплив стохастичної складової параметричного навантаження 
на динамічну поведінку пологої оболонки  
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При нестійкому режиму коливань оболонки додатні дійсні частини 
характеристичних показників лежать у верхній півплощині. Точки 

перетину суцільної кривої з віссю координат 2
0σ  відповідають критичним 

значенням стохастичної складової параметричних коливань, які також 
представлені на рис. 9, б при зміні коефіцієнта ./ iωθβ α=  Зі 

збільшенням частоти схованої періодичності αθ  критичні навантаження 

зростають. Значення інтенсивності стохастичного навантаження, що 
лежать вище за криві по кожній формі коливань, належать до областей 
нестійкості оболонки. Для визначення критичного стохастичного 
навантаження з урахуванням всіх форм коливань необхідно виконати 
операцію сумування значень по окремих формах, що отримані для 
конкретної частоти схованої періодичності. 

Висновок. Редуковані дискретні моделі динамічної стійкості 
параметричних коливань пружних систем дають змогу дослідити 
динамічну поведінку систем в часі, визначити режими коливань, оцінити 
вплив статичних та динамічних, в тому числі стохастичних, складових 
навантаження на стійкість параметричних коливань пружних систем. 
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Bazhenov V.A., Lukyanchenko O.O., Vorona Yu.V., Kostina O.V. 
DYNAMIC STABILITY OF ELASTIC SYSTEMS PARAMETRIC OSC ILLATIONS 

Parametric resonance of elastic systems under periodic and stochastic loads is investigated on 
the basis of the reduced discrete mathematical models. Reduced mass matrix, stiffness matrix and 
geometric stiffness matrix are obtained using procedures of modern finite-element analysis 
software and with the help of computer code developed by authors. The problem of periodic 
parametric oscillations stability of an I-beam with a sine wave corrugated wall under the main and 
combined resonance was solved. The effect of stationary stochastic parametric load on the dynamic 
behavior and stability of shallow thin shell was estimated. 

Keywords: parametric resonance, instability domain, finite element method, reduced matrixes. 
 
 

Баженов В.А., Лукьянченко О.А., Ворона Ю.В., Костина Е.В.  
ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
УПРУГИХ СИСТЕМ 

Динамическая устойчивость параметрических колебаний упругих систем при 
периодических и стохастических нагрузках исследована на основе редуцированных 
дискретных математических моделей. Редуцированные матрицы масс, жесткости и 
геометрической жесткости получены с помощью процедур современного программного 
комплекса конечно-элементного анализа и созданных авторами программ. Решена задача 
динамической устойчивости периодических параметрических колебаний двутавровой балки 
с гофрированной синусоидальной стенкой при главном и комбинированном резонансах. 
Оценено влияние стационарной стохастической параметрической нагрузки на динамическое 
поведение и устойчивость пологой тонкостенной оболочки. 

Ключевые слова: параметрический резонанс, область неустойчивости, метод конечных 
элементов, редуцированные матрицы.  
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